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論文概要 

序文 

本研究は、構造最適化手法の一つである位相最適化手法を建築構造および制振機構の形態創生に応用したものである。

位相最適化手法には、大きくわけて、(A)連続体構造の位相最適化と(B)骨組構造の位相最適化がある。そして、連続体

構造の位相最適化では、(A-1) 固定された設計領域の要素密度を最適化する方法と(A-2) 最適化の過程で設計領域を変化

させる方法がある。また、骨組構造の位相最適化では、(B-1) 固定された設計領域（グランドストラクチャ）の要素密度

を最適化する方法がある。以下では、本研究と関連するこれらの方法の発展の現況について概説する。

（A-1）連続体構造の位相最適化－固定された設計領域の要素密度を最適化する方法

 位相（トポロジー）最適化は、簡単に言えば、穴の数が変化する最適化問題で、形状最適化では、穴が１つの構造は、

どのように形状が変化しても穴は一つであるが、位相最適化では、最適化の過程で穴の数が増えたり減ったりする。この

ような最適化問題は、数学的に解くことが最も難しい問題とされてきたが、1988 年、Bendsøe and Kikuchi1)によってつ

いにその突破口が開かれ、1991 年の Suzuki and Kikuchi2)の論文で具体的な解析例が示されて以降飛躍的な発展を遂げ

た。菊池ら 1,2)の方法は、穴の空いた連続体構造を均等格子メッシュで要素分割し、穴の部分の要素密度（要素の材料密

度）を 0、穴以外の要素密度を 1 とする問題に置き換え、密度 0 と 1 の微分不可能問題を、材料のミクロ構造に穴を空け

ることでマクロ的に微分可能にして解くという画期的なものであった。また、菊池らは、材料のミクロ構造に穴を空けて

解析する方法として均質化法（Homogenization method）を用い、また、剛性最大化問題の目的関数としてコンプライ

アンス（仕事量）を用いることで感度解析を容易にした。さらに、市販のソフトウェア（Optishape）の開発も同時に進

めたため後進の研究に大きな影響を及ぼした。なお、この方法は、均質化法を用いたことで、HDM（Homogenization Design 

Method）と呼ばれた。（なお、著者の論文では均質化設計法と呼んでいる）

また、1989 年、Bendsøe3)は、密度の 0 と 1 の微分不可能問題は、均質化法を用いずとも、0 と 1 の間の中間密度を許

容し、中間密度にペナルティを与える連続関数（密度のべき乗関数など）を用いることで、数学的に解けることを示し、

後に、この方法は要素分割を十分細かくすれば、HDM と同等の解が得られることが証明された。当初、この方法は密度

法（Density approach）と呼ばれたが、後に、SIMP（Solid Isotropic Material with Penalization）法と呼ばれるようになっ

た。これは、HDM では、ミクロ構造の穴の大きさと方向を最適化する異方性材料を扱う問題であったのに対し、密度法

では、ミクロ構造の穴の大きさのみを最適化する等方性材料を扱う問題に相当していたことによる。

しかし、SIMP 法のみならず、HDM もマクロ的には 0 と 1 の間の中間密度（グレースケールと呼ぶ）を許容する方法

であったため、特にせん断変形が大きい問題では、解形態に中間密度や密度 0 と 1 の要素がチェッカーボード状に並ぶ

現象（チェッカーボード現象と呼ぶ）が頻繁に生じた。このため、このような問題を解決し、より鮮明でシンプルな解形

態を得るための方法（フィルタリング（Filtering）法と呼ぶ）が研究され、様々な方法が提案された 4)。

また、1994 年、Hollister and Kikuchi5)は、以上のような位相最適化手法の副産物として、均等格子メッシュを画像の

ピクセルと同レベルの細かさにすれば、どんな複雑な物体も容易にメッシングできるという発想から、メッシュフリー法

の一つとしてボクセル有限要素法（Voxel FEM）（voxel は pixel を３次元に拡張した Volume element の略語）を提案し

た。この手法では、ピクセルの色の変化で様々な画像が表現できるのと同様に、固定された設計領域のボクセルの材料密

度の有無で様々な物体形状を表現できる。しかも連立方程式の解法に反復法を用いることで大幅にメモリと計算時間を

節約できる。（以下では固定設計領域を均等ボクセルで分割して解く方法をボクセル有限要素法と呼ぶ。）

その後、2003 年には、上述のようなグレースケールやチェッカーボード現象の問題を根本的に解決し、しかもシンプ

ルで滑らかな境界形状の解形態を得る方法として、構造に穴を空けるための関数（レベルセット関数）を別に用意し、そ

の関数のパラメータを数学的に最適化することで解形態を得るレベルセット（Level set）法 6)が提案された。

一方、以上のように最適化問題を定式化して数学的に解く数理計画法に対して、要素密度の 0 と 1 を、生物の進化を

模倣したアルゴリズムを用いて求める発見的手法も数多く提案された。しかしながら、このような問題の設計変数の数は

要素数に比例して増大するため、なんらかの感度指標（目的関数の設計変数に関する微分に相当する指標）なしに、最適
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解を見つけ出すことは困難であった。そこで、1993 年、Xie and Steven7)は、剛性最大化問題の感度指標に応力を用い、

応力解析を繰り返すことで、応力の小さい要素密度を徐々に 0 にしていく ESO（Evolutionary Structural Optimization）

法 7)を提案した。この方法は、非常に単純なアルゴリズムにも関わらず、SIMP 法と同等な解形態が得られたことで広く

注目を集めた。後に、この ESO 法は、最適化の各ステップで要素の除去と付加を繰り返す BESO（Bi-directional ESO）

法 8)に発展し、2007 年、Huang と Xie9)は、この BESO 法をさらに改良し、SIMP 法と同様に最適化問題を定式化し、

目的関数（コンプライアンス）の設計変数に関する微分（要素ひずみエネルギー）を感度指標とし、さらに SIMP 法と同

様のフィルタリング法を用いることで、SIMP 法とほぼ変わらない解形態を得ることに成功している。

(A-2) 連続体構造の位相最適化－最適化の過程で設計領域を変化させる方法

以上のようなボクセル有限要素法を用いた位相最適化手法は、建築分野においては、最近まであまり用いられてこなか

った。これは、コンピュータの性能（計算速度、メモリ容量、グラフィック表示速度）が、十分に滑らかな境界形状を表

現するだけのボクセル分割に追いつかなかったためである。また、シェル構造のような薄肉の構造をボクセルで表現しよ

うとすれば、膨大な密度 0 の要素を解析に取り込むことになり、計算効率が悪化する。したがって、建築分野の位相最適

化においては、境界内部のみを設計領域とし、これを三角形要素や四面体要素でメッシュ分割する方法が発展した。しか

しながら、このような方法では、穴の数が変化する度に再メッシュ分割が必要となり、自動メッシュ分割機能を備えた高

度なプログラミング技術が必要とされた。

このような研究として最も大きな成果をあげたのが、2001 年の大森と崔 10)の拡張 ESO（Extended ESO）法による研

究である。大森と崔が提案した方法は、有限要素法による応力解析によって応力等値線を求め、この応力等値線にしたが

って、閾値以下の領域では穴を空け、閾値以上の領域では穴を埋める、そして穴を除く内部領域に対して再メッシュ分割

を行い、さらに同様の過程を繰り返すというものであった。このような方法で得られた解形態は、応力等値線に沿ってい

るため、境界形状が非常に滑らかでシンプルなものであった。その後、この方法は、2002 年にシェル構造 11)、2004 年に

３次元構造 12)に拡張され、建築分野において位相最適化が大きな注目を集めるきっかけとなった。また、2004 年に大森

ら 13)は、この方法を実際の建築物のファサードデザインに適用し、位相最適化手法を用いて設計された建築物を初めて

世に出した。また、文献 12)の共著者である佐々木睦朗 13)は、建築家磯崎新と組んで、拡張 ESO 法による三次元解析に

よって形状決定されたフィレンツェ新駅コンペ案を発表し、これが世界中に大きなインパクトを与えた。

(B-1) 骨組構造の位相最適化－固定された設計領域（グランドストラクチャ）の要素密度を最適化する方法

以上のような連続体構造の位相最適化に対して、建築分野においては、骨組構造の位相最適化が幅広く研究された。こ

のような骨組構造の位相最適化も、連続体構造の位相最適化と同時期（1989 年以降）に大きな発展を遂げている。手法

としては、与えられた節点配置に対して、節点間をすべての連結可能な線要素（骨組部材）で繋いだ骨組構造（グランド

ストラクチャと呼ぶ）を作成し、この構造から位相最適化手法によって最適な骨組形態（骨組部材の連結関係）を浮かび

上がらせるグランドストラクチャ法（Ground Structure Method）が用いられた。このような手法は、Rozvany ら 15),16)に

よって確立され、位相最適化の方法としては、当初は密度法 3)と同様の数理計画法にもとづく方法が用いられていたが、

後に発見的手法 17),18)を含めて様々な方法が提案されている。特に、トラス構造の位相最適化においては、2005 年、高田

ら 19)が、複雑なグランドストラクチャから厳密な最適解を導く方法を提案し、最適解が複数存在することなどを明らか

にしている。また、最近の研究としては、2015 年の大崎ら 20)の耐震補強格子ブロックへの応用や、2018 年の木村，大崎

ら 21)の鋼構造骨組ブレース配置への応用などが挙げられる。

著者の研究業績は、以上の位相最適化手法の内、（A-1）のボクセル有限要素法にもとづく方法と（B-1）のグランドス

トラクチャ法にもとづく方法を建築分野の構造形態創生問題に応用したものである。以下では、本研究の成果とその意義

について、第１章ボクセル有限要素法を用いた建築構造の形態創生、第２章グランドストラクチャ法を用いた建築構造の

形態創生、第３章位相最適化手法を用いた制振機構の形態創生に分け、業績論文の概要とともに説明する。なお、11 頁

以降の一連の業績論文の内、Web で公開されている PDF が不鮮明なものは、2 頁以降を、原著原稿を PDF に変換した

ものに入れ替えている。また、解析手法の省略表記（HDM 等）の原形英文は、10 頁の脚注にまとめている。
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第１章 ボクセル有限要素法を用いた建築構造の形態創生 

著者は、1998 年 3 月から 1 年間、ミシガン大学の菊池昇教授のもとで研究を行う機会を得て、そこからボクセル有限

要素法を用いた位相最適化に関する研究を始めた。当初は、菊池ら 1,2)の研究を把握するために、論文に書かれている理

論にもとづき独自のプログラムを作成し、そこから問題点を探究した。その結果、理論どおりにプログラムを作成しても、

論文に掲載されている結果は容易には得られないことがわかった。これは、位相最適化問題は、初期値依存性が強い多峰

性問題であるため、最適化問題の解法の違いや、最適化に関するパラメータの微妙な設定により、解形態が様々に変化す

るためである。さらに、グレースケールやチェッカーボード現象が頻繁に現れ、文献 2)に示されるような明解な解形態は

なかなか得られなかった。そこで、著者が最初に取り組んだのは、このようなグレースケールやチェッカーボード現象の

問題を解決し、よりシンプルな解形態を得るためのフィルタリング法の開発である。

研究業績 1-1（1999 年） 本論文では、HDM を用いた位相最適化手法に対して、要素密度に比例した引力（重力）を導

入するフィルタリング法を提案し、最適化問題の解法に SLP 法を用いた場合の有効性を検証した。

研究業績 1-2（2001 年） 本論文では、1-1 に提案したフィルタリング法について、最適化問題の解法に OC（Optimality 

Criterion）法（最適性規準法）を用いた場合の有効性を検証した。また、位相最適化手法として HDM を用いた場合と

SIMP 法を用いた場合を比較し、その違いを明らかにした。

その後、著者は、最適化問題の解法を OC 法から CONLIN（Convex Linearization）法に変更し、2002 年にそれまでの

研究成果をソースプログラム付き著書 23)として出版した。【新しい学問分野の開拓】さらに、2008 年にはこれを建築分

野向けの専門書として再編し、学生にも理解しやすい著書 24)として再出版している。【社会貢献】

以上のように、著者は、2007 年頃までは、位相最適化の手法として最適化問題を数学的に解く数理計画法を用いてき

た。しかし、それまで開発した手法を幾何学的非線形問題に拡張しようと考えた頃から数理計画法に限界を感じるように

なった。この頃取り組んでいた研究が、粒子法を用いた位相最適化である。粒子法は、幾何学的非線形問題に関して非常

にロバスト性があり、ボクセル有限要素法と同様のメッシュフリー法であるため、位相最適化への適用は容易であると思

われた。しかしながら、当時の粒子法の解析精度は有限要素法に比較して低かったため、感度解析が容易ではなかった。

そこで、著者と眞鍋 25)は、感度解析を必要としない発見的手法を用いることを検討し、その成果を 2009 年の日本建築学

会大会で発表した。ここで提案した手法は、各粒子に生じる応力を感度指標とし、最適化の各ステップで、閾値より低い

応力を有する粒子は除去し、平均値より高い応力を有する粒子の周辺（ノイマン近傍）粒子を付加するという ESO 法と

CA（Cellular Automaton）法のアイデアを組み合わせたものであった。また、この除去の閾値には、大森ら 11)の拡張 ESO

法に用いられていた閾値を採用した。その後、著者は、この CA 法と ESO 法を組み合わせた方法を有限要素法に適用し、

SIMP 法と比較することでその有効性を検証する研究を行った。しかしながら、有限要素法に適用すると、要素除去に使

用する閾値パラメータの微妙な設定で様々な解形態が得られ、SIMP 法と比較しても、その利点は、グレースケールが生

じないこと以外には見つからなかった。これは、有限変形を扱う粒子法では応力の差異が明確なのに対して、微小変形を

扱う有限要素法では、応力がより均等化されるためと考えられた。そして、その後の様々な試行錯誤の中で、解形態の不

安定さを引き起こす原因が CA 法による要素付加にあることを突き止め、これがブレークスルーとなって以下の研究業

績につながった。

研究業績 1-3（2013 年） 本論文では、CA 法と ESO 法を組み合わせた位相最適化手法として CA-ESO 法を提案し、２

次元問題に対してその有効性を検証した。ここで、CA-ESO 法と ESO 法 7)の違いは、ESO 法では与えられた除去率で要

素除去（要素密度を 0 にすること）を行うのに対して、本手法では大森ら 11)の拡張 ESO 法で提案された閾値［（感度指

標の平均値）－（パラメータ ）×（感度指標の標準偏差）］を用いて除去を行う点にある。また、BESO 法 8)との違いは、

本手法では、総密度が制約値以下になるまでは一方的に要素除去のみを行い、各ステップで要素の付加は行わない点にあ

る。すなわち、CA 法による要素付加は総密度が制約値以下になった場合にのみ行われ、そこから再び ESO による要素

除去が行われる。本手法は、このような過程を繰り返すことで最適解を探査する方法であり，収束解はあくまで ESO 法
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の除去過程から得られる。本論文の成果は、このような ESO 法にもとづく発見的手法で得られた解形態は、数理計画法

にもとづく SIMP 法で得られた解形態に比較して、平行線のないより自然な形態（自然界に存在する人工的でない形態）

になることを示した点にある（1-3 の図 11～13 参照）。（※建築意匠では自然への参照が重要視される。参考：『ルイス・

カーン建築論集』（鹿島出版会）。このため、創生された形が自然界の形に近いことは重要であると考えられる。） 

研究業績 1-4（2014 年） 本論文では、1-3 で提案した CA-ESO 法を３次元問題に拡張し、SIMP 法との比較によってそ

の有効性を検証した。また、ここでは 8 節点アイソパラメトリック要素に比較してより精度の高い 8 節点応力仮定法要

素を用いている。本論文の成果は、CA-ESO 法により、3 次元解析に対しても、SIMP 法に比較して力の流れがより明確

な解形態が得られる点と、イタリアフィレンツェ新駅コンペ案の形状決定に用いられた解析例 12)により、SIMP 法では、

直線的な部材が各所に現れ、人工的な印象を与える解形態が得られるのに対し、CA-ESO 法では、樹木の根のようなより

自然な（人工的でない）解形態が得られることを示した点にある（1-4 の図 14 参照）。

 しかしながら、以上の手法にはいくつかの弱点があった。一つは、感度指標に正式な感度（コンプライアンスの要素密

度に関する微分）ではなく、Von Mises 応力を用いている点である。もう一つは、解析対象ごとに事前解析を行い，閾値

パラメータ の値を調整しなければならない点である。感度指標に応力を用いている理由は、正式な感度では、感度分布

が平滑化されて、閾値パラメータ の微妙な変化で大きく解形態が変化するためである。実際、感度指標に応力を用いれ

ば、 を 0～1 まで、0.1 刻み程度で探せば最適な値を見つけられるが、感度指標が要素ひずみエネルギーの場合、0.01

以上で刻まなければ最適な を見つけることができない。このような弱点を克服したのが以下の研究業績である。

研究業績 1-5（2016 年） 本論文では、1-3，1-4 で提案した CA-ESO 法を発展させ、感度指標としてコンプライアンス

の正式な感度である要素ひずみエネルギーを用いた改良型 ESO（Improved ESO）法（略称 IESO 法）を提案した。本論

文では、閾値パラメータ の微妙な変化で大きく解形態が変化する問題を、閾値パラメータ の調整をプログラム内で自

動的に行うというアイデアで解決している。すなわち、この改良手法では、最適化の各ステップの除去要素数を与え、こ

の除去要素数に近くなるような閾値パラメータ をプログラム内で自動的に探査させる。やり方としては、まず、0.1 刻

みで探し、次に 0.01 刻みで探し、最終的に 0.001 刻みで探すという原始的なやり方を用いている。また、この各ステッ

プの除去要素数は、入力データとして除去率（例えば 0.05 など）を与え、（前ステップの残存要素数）×（除去率）で計

算する。このため、実際の除去要素数は、ステップが進むごとに少なくなる。また、よりシンプルな解形態を求める方法

として、BESO 法 9)で用いられているフィルタリング法を採用している。この方法では、まずチェッカーボード現象を防

ぐために要素感度を節点感度に変換し、さらに要素中心から影響半径以内の節点感度の重み付き平均によって要素感度

を計算する。これによって、影響半径を大きくすれば、感度が平滑化され、よりシンプルな解形態が得られる。本手法は、

以上の点を改良しただけの手法であるが、意外にも画期的な成果をもたらした。それは、どのような総密度制約に対して

も、適当な除去率と影響半径を与えるだけで、ほぼ確実に明確な解形態が得られるようになった点である。これは、BESO

法 9)や SIMP 法にもない特徴と言える。

 以上の IESO 法は、20 ステップ程度で収束する非常に計算効率の良い手法であるが、得られた収束解が CA-ESO 法の

解に比較してやや荒削りに見えることと、CA-ESO 法、SIMP 法と比較して、収束解のコンプライアンスがやや高い値と

なることが課題として残った。これらの点についてさらに改良を加えたのが以下の研究業績である。

研究業績 1-6（2017 年） 本論文では、1-5 で提案した IESO 法の解形態をより鮮明にし、コンプライアンスも改善する

CA 法と IESO 法を組み合わせた仕上アルゴリズムを提案した。この仕上アルゴリズムは、IESO 法で得られた解形態に

対して、CA法で要素を付加し、除去率をより小さく設定した IESO法で細かく削るという過程を何回か繰り返すもので、

これにより、著者らが目指していたより鮮明でコンプライアンスも低い解形態が得られるようになった。また、本論文か

ら市販の VOXELCON というソフトウェアをプリプロセッサとして利用できるようにしたため、境界条件、荷重条件、

空間条件などが容易に設定できるようになった。本論文では、これにより他の研究でも示されていなかった地震力を考慮

した３次元建築構造の形態創生例を初めて示すことができた（1-6 の図 10～図 18 等参照）。



5 

 そして、以下の研究は、1-5，1-6 の提案手法（IESO 法＋仕上アルゴリズム）を建築物のファサードデザインおよび連

続体シェル構造の形態創生に応用したものである。

研究業績 1-7（2017 年） 本論文では、1-5，1-6 の提案手法（IESO 法＋仕上アルゴリズム）を建築物のファサードデザ

インに応用している。本論文では、四角いビルで囲まれた都会に、いきなり有機的（人工的でない）デザインの建築物を

建設しても違和感を持たれるのではないかということで、デザインに何らかの人工的要素を付加することを提案してい

る。また、有機的デザイン建築は、現状の生産技術では、型枠コストなどの増大を招くため、ここでは、提案手法をプレ

ファブ壁式構造建築物のユニット壁のデザインに用いることを試みている。そして、本論文では、人工的要素として、設

計変数（要素密度）に対称性や連続性などの条件を加えることを提案し、様々なユニット壁のデザインを創生できること

を示した（1-7 の Fig5～Fig.8 参照）。また、意匠系の学生の協力を得て、都会の中にこのようなファサードデザインのビ

ルが建築された場合の背景とのマッチングを検証した（1-7 の Fig9～Fig.16 参照）。

研究業績 1-8（2018 年） 本論文では、1-5，1-6 の提案手法（IESO 法＋仕上アルゴリズム）を連続体シェル構造の形態

創生に応用している。著者にとって、ボクセル有限要素法によって、シェル構造の形態創生を行うことは積年の課題であ

った。壁となっていたのは、シェル厚が薄くなるほど詳細なボクセル分割が必要になる点と、シェルの形態の変化に伴っ

て荷重の作用点が変化する点にあった。前者の問題は、パソコンの性能の飛躍的な向上と、VOXELCON という強力なプ

リプロセッサの導入により解決された。そして、後者の問題に対しては、本論文では、雪荷重などのシェル表面に加わる

積載荷重の評価をあきらめ、シェルの自重と地震による慣性力のみを評価することで解決を図った。すなわち、本方法で

は、すべてのボクセルに均等な重力と地震慣性力を与え、これによってシェルの構造形態を創生している。本手法は、シ

ェルの形状と厚さと位相を同時に最適化できるため、これまでにない新しい連続体シェル構造の形態創生法として、今後

の発展が期待できる。

 以上の研究業績 1-3～1-8 の成果は、本研究で提案した位相最適化手法が、学生が図 1，図 2 に示されるような設計デ

ザインコンペ案を作成できるまでに性能が高められた点と、本研究で開発したプログラムが建築分野向けのソフトウェ

アとして市販ソフト VOXELCON に組み込まれる予定になっており、実用化への道が開けた点にある。【実用的価値】

図 1 IESO 法による建築構造の形態創生作品 26)

図 2 IESO 法によるシェル構造の形態創生作品 27)
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第２章 グランドストラクチャ法を用いた建築構造の形態創生 

第１章のボクセル有限要素法を用いた構造形態創生法は、コンピュータの計算速度と記憶容量、それにグラフィック性

能の向上、さらには３D プリンタの普及により、最近になって注目され、ソフトウェアとしての実用化の目処が立った

が、以前は意匠設計者が注目するような魅力的な構造形態を創生することはできなかった。このため、著者は、ボクセル

有限要素法を用いる手法と平行して、グランドストラクチャ法を用いる構造形態創生法の開発を行った。この方法は、線

要素を用いる骨組構造をベースとしているため、ボクセル有限要素法に比較して圧倒的に少ない要素数で構造形態創生

が可能であり、また建築構造は伝統的に骨組として扱われることが多いため、建築構造の形態創生法としては、この方法

の方が実用化への早道と思われた。

このようなグランドストラクチャ法に関する著者の研究は、以下の 2 編の研究から始まる。

研究業績 2-1（2000 年） 本論文では、建築骨組構造の形態創生法として、位相最適化問題の解法に SLP 法を用いるグ

ランドストラクチャ法を提案した。そして、連続体の位相最適化手法である HDM の解析結果との比較により、このよう

な方法でも連続体と同様の構造形態創生が可能であることを示した。また、本論文に示す手法の特徴は、グランドストラ

クチャを形成する骨組接合部を剛接からピン接まで連続的に扱える半剛接としている点にある。

研究業績 2-2（2001 年） 本論文では、2-1 で提案した手法における位相最適化問題の解法に CONLIN 法を用いること

を提案し、その有効性を検討した。この CONLIN 法に関しては、日本ではまだあまり適用例がなかったため、本論文で

は、CONLIN 法による最適化問題の解法を概説し、著者がそれまでに用いていた SLP 法や OC 法との比較によりその性

能評価を行っている。そして、CONLIN 法の収束性は、SLP 法や OC 法に比較して優れていることをコート掛け問題や

橋梁構造の形態創生問題で検証した。

 その後、2005 年に高田ら 19)が、トラス構造のグランドストラクチャから厳密な最適解を導く方法を提案したことを受

けて、著者らが 2-2 で提案した方法で同様の厳密解が求まるかどうかを検討した。その結果、グランドストラクチャの要

素数が増えると、高田らの示した厳密解が容易には求まらないことがわかり、以下にその解決法を提案した。

研究業績 2-3（2008 年） 本論文では、グランドストラクチャの節点数が増えて要素数が増大すると、一般的な最適化計

算アルゴリズムでは局所解に収束しグローバルな最適解を得ることが困難であることを示し、2-2 で提案したグランドス

トラクチャ法の最適化計算アルゴリズムの改良手法を提案した。本論文の提案手法は、最適化計算で得られた収束解を再

度初期値として最適化計算を繰り返すもので、このような再計算を繰り返すことで、高田ら 19)が求めたトラス構造の厳

密解が求まることを示した。また、本論文では、提案手法を用いて様々な建築構造のファサードデザインが創生できるこ

とを示している（2-3 の図 18～22 参照）。

以上の 2-1～2-3 研究成果は、2002 年と 2008 年に出版したソースプログラム付き著書 23,24)に反映されている。また，

2-2 で開発した CONLIN 法のプログラムは市販のソフトウェアにも組み込まれた。【新しい学問分野の開拓，社会貢献】

 その後、1-3～1-8 の研究により、発見的手法である ESO 法にもとづく方法が数理計画法に劣らない解を導くことがわ

かったため、これをグランドストラクチャ法に応用することを考えた。ただし、要素密度を段階的に変化させるグランド

ストラクチャ法は、すでに 2000 年に ESO 法を適用した論文 28)が発表されていたため、著者らは、単純に感度指標の小

さい要素から 1 本ずつ除去する方法を検討した。その成果をまとめたのが以下の研究業績である。

研究業績 2-4（2016 年） 本論文では、グランドストラクチャ法において、要素ひずみエネルギー密度の最も小さい要素

から順に除去する ESO 法を提案した。そして、トラス構造の最適化問題では、2-3 の数理計画法を用いた手法による解

と一致するか類似する解が得られ、骨組構面の耐震ブレースの最適配置問題ではブレースの断面積を均一にして比較す

ると、むしろ提案手法の方が 2-3 の数理計画法の解よりも剛性の高い解が得られることを示した。また、本論文では、骨

組構面の形態創生例も示し、ファサードデザインへの応用の可能性も示した。
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研究業績 2-5（2017 年） 本論文では、2-4 の提案手法を高層ビルの制振ダンパーの最適配置問題に応用した。制振ダン

パーの最適配置は、建築物の動的特性に影響を受けるため、特に層間設置型のダンパー配置に関しては、その配置計画は

非常に難しいものとなっていた。また、動的問題では、正確な感度を求めることが難しいことも、最適化手法の実用化に

向けての壁になっていた。これに対して、ESO 法は、正確な感度を用いなくても、最適解ないしはその近傍の優良解が

得られるため、非常に実用的と言える。そこで、本論文では、層間設置型のオイルダンパーをダッシュポットに置き換え、

各ダッシュポットの累積減衰エネルギーを感度指標として、累積減衰エネルギーの小さいダッシュポットから順に除去

するという非常に単純な方法でダンパーの最適配置を求める方法を提案した。本論文では、本手法は目的関数が明確でな

いため最適解の保証は無いが、一般によく用いられる配置計画に比較して、最大変位、最大層間変位、最大層間速度を概

ね低減できる優良解が得られることを示した。

 以上の 2-4，2-5 の研究成果としては、提案手法は、実務設計における耐震ブレースや制振ダンパーの配置計画等に容

易に適用できるという点と、図 3（2-5 の図 17，図 18 から引用）に示すように、第１章の連続体の位相最適化手法と同

様に建築構造デザインに応用が可能という点が挙げられ、今後の発展が期待できる。【実用的価値と波及効果】

図 3 ESO 法を用いたグランドストラクチャ法にもとづくファサードデザイン例 2-4

第３章 位相最適化手法を用いた制振機構の形態創生 

以上のような位相最適化手法は、振動問題をはじめ様々な最適化問題に応用されているが、建築分野においては、剛性

最大化問題以外の適用例はほとんど見られない。そこで著者らは、1997, 1998 年に西脇ら 30),31)によって提案されたコン

プライアントメカニズム（弾性変形機構）の位相最適化手法が建築物の制振機構の開発に応用できないかと考え、一連の

研究を行っている。なお、このようなコンプライアントメカニズムの位相最適化に関する研究は、西脇らの研究を端緒に

発展を遂げ、最近では、2008 年にレベルセット法の適用 32)、2014 年に BESO 法の適用 33)が提案され、より明確な形態

が求められるようになってきている。一方、著者らの研究は、以下の論文から始まっている。

研究業績 3-1（2000 年） 本論文では、位相最適化手法に HDM、最適化問題の解法に SLP 法、フィルタリング法に著者

らが 1-1 で提案した手法を用いてコンプライアントメカニズムを創生する手法を提案した。本論文で提案している手法

の特徴は、入力点と出力点の相対変位を大きくする構造形態が求められることで、これまでの手法では求めることが難し

かった例題の解形態を求めることに成功している（3-1 の図 7～12 参照）。

 次に、3-1 で提案した手法では、小さな入力変位で大きな出力変位を生じさせるメカニズム（機構）を創生できるため、

当時、注目されていたトグル制振装置のような新しい形の制振機構が創生できないかと考え、以下の研究を行った。

研究業績 3-2（2005 年） 本論文では、トグル制振装置のような入力変位を増幅させる制振機構（リンク機構）の形態創

生を目的として、グランドストラクチャ法を用いた制振機構の形態創生法を提案した。このような最適化問題は、初期値

依存の激しい多峰性問題となるため、本論文では、初期値の生成法として、エリート戦略的な方法と GA（Genetic 

Algorithm）を用いる方法の２種類を提案し、その有効性を検証している。

研究業績 3-3（2007 年） 本論文では、ボクセル有限要素法を用いた制振機構の形態創生法を提案した。ただし、位相最

適化手法には SIMP 法、最適化問題の解法には SLP 法、フィルタリング法には著者らが 1-1 で提案した手法を用いてい

る。また、本論文では、初期値の生成法として、エリート戦略と SA（Simulated Annealing）法を組み合わせた方法を
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用いることを提案し、その有効性を検証している。

 以上のような方法で、ラーメンの変位を増幅させる様々なメカニズムを創生できることは示したが、リンクの数が増え

ると製造コストが増大するため、今のところトグル制振装置を超えるような新しい装置の開発には結びついていない。ま

た、以上で提案した手法では、微小変形理論にもとづく有限要素法を用いていたため、実際に模型を製作すると予想した

動きが拘束される場合があり、有限変形が考慮できる解析法への拡張が課題となった。そこで、2007 年から長年にわた

って取り組んだのが、有限要素法の代わりに粒子法を用いる位相最適化手法の開発である。本研究は、2009 年に眞鍋の

修士論文として一応の成果 25)を得て、その後、2011 年に眞鍋、西脇ら 34)によって、レベルセット法を用いた位相最適化

手法に適用されたが、建築分野への応用は未だ実現できていない。そこで、2017 年から眞鍋との共同研究を再開し、有

限要素法の代わりに粒子法を用いた有限変形を考慮できる位相最適化手法の開発をめざした。その成果が、以下の研究業

績である。

研究業績 3-4（2019 年） 本論文では、応力解析に粒子法を用い、位相最適化に（IESO 法＋仕上アルゴリズム）を用い

た有限変形を考慮できる位相最適化手法を提案した。本論文では、粒子法として、３次元問題への拡張が容易で、応力や

変位の解析精度にも定評がある Hamiltonian MPS（Moving Particle Semi-implicit）法（HMPS 法）を用い、これによ

り、これまでほとんど前例がない、有限変形を考慮した３次元構造の形態創生例を示した。また、（IESO 法＋仕上アル

ゴリズム）を用いることで、レベルセット法に劣らない明確な解形態が得られることを示した。

3-4 の研究は、未だ発展途上であるが、すでに、HMPS 法と IESO 法を用いる方法で、図 4 に示すようなコンプライ

アントメカニズムの創生が可能であることを確かめている 35)。今後は、これを新しい形の制振機構の開発につなげて行

ければと考えている。【新しい学問分野の開拓，今後の発展】

図 4 HMPS 法と IESO 法を用いたコンプライアントメカニズムの創生例 35)

まとめ 

本研究の第１章と第２章では、位相最適化手法を建築構造の形態創生に応用し、第３章では、制振機構の形態創生に応

用する研究を行った。そして、第１章で行った研究は、提案手法によるプログラムが市販のソフトウェアに組み込まれる

ところまで発展させることができた。第２章で行った研究は、まだ実務の設計に活用されるまでには到っていないが、

ESO 法を用いた手法は、既存の汎用ソフト等にも容易に組み込めるため、今後の発展が期待できる。第３章で行った研

究は、未だ発展途上ではあるが、免震層に設置する新しい形の制振装置の開発等につなげて行きたいと考えている。
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第１章

ボクセル有限要素法を用いた

建築構造の形態創生
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J、Struct．　Constr．　E   ．，　AIJ，　No ．521，65−72，丿ul．．1999

SLP 法 を用 い た トポ ロ ジ
ー 最適化 に お け る数値的不安定の 改善

IMPROVEMENT 　OF 　NUMERICAL 　INSTABILITIES 　IN　THE 　TOPOLOGY

　　　　　　　　　　 OPTIMIZATION 　USING 　SLP 　METHOD

　　 藤 井 大 地
＊

，菊 池　 昇
＊ ＊

ヱ）α窮 FUJIJ　and 　1丶「o　bo　ra 　KIKUCHI

In山is　paper，　we 　present　a　me 丗 od 丘）T　preventing　numedcal 面stabili傾es　such　as　checkeIboardS ，　mesh −dependence　and 　local　n 血1ima 　occuni 皿g　in

topOlogy 　optimization 　in　w ｝tich　SLP　methOd 　is　used 　as　optimizer．　The　medhod 　presented　here　is　that　a　fUnction　based　on 　the 　concept 　of 　gravity（we

named
“
gravity◎ontrol 血nction

”
）ls　added 　to出e　objective　imc恥 n　w 仙 aweight ．　The　dis面b面 on 　ofdensi 竃y　or 丗 e　tOpS）logy　ls　cencentated 　by

maxim 孟z血g　this　fUnction，　and 　as　a τesult ，　ch   kerb〕ards 　 and 洫 temledlate　densities　are 　climinated ．　Some 　t    iques　are　inh℃duced　in 山e

optimization 　procOdu繭 r　p爬 ve 跏 g 血 e　lo  1曲 hna．　The　h。 moge 伽 tion　d  1柳 method 　is劇 to曲 in　dle　opt     ωpolo勝．　The　validity　of

山 epresentmethod 　isdemonstUted　by　numerical 　examples 　of 出e　short　cantileverbeam 　and　the　MBB 　bearn．

K砂werdS ’ HomogeniZation　method ，　Topology　optimizatiOn ，　Numerical　insiabilities，　Seguential　linearprvgrammingmethod

　 　 　 　 　TWO　dimensiOnalstructure，　Finite　elementmethod

　　　　　均質化法，位相最適化，数値的不安定，逐次線形計画法，2 次元構造物，有限要素法

1 ．は じめ に

　連 続体 構造物 の トポ ロ ジー最適 化 は，1988 年 に Bendsee 　 and

Kjkuchii）の 論文 が 発 表 され て 以 来 目覚 ま し い 発展 を遂 げ，様 々 な

工 学 問題 に適用 され て き た。特 に，静的構 造物 の 剛 性 最大化 問題

に 関 して は，2 次元構造 物の み な らず 3 次元構造物 に も多 くの 適

用 例 が 示 され
2｝・コ1・4），最 近 で は 非 線形 問 題 への 適 用 が 試み られ て い

る
5〕・61。し か し なが ら，こ の よ うな トポ ロ ジ

ー
最 適化 に は ，収 束

性 （局 所 最小 値 へ の 収 束）， チ ェ カーボード （要 素の 密 度分布 が

チ ェッ カ
ー

フ ラ ッ グの よ うに な る現象），メ ッ シ ュ依存性 等の 様 々

な数 値計算上 の 問題 が あ り，よ り正 確 で 安定 した トポ ロ ジ
ー

を求

め る こ と は未 だ に 容 易 で は ない 。こ の ため，こ の よ うな数 値的不

安 定 を 解決 す る た め の い く つ か の 方 法 が 提 案 され て お り，Sigmund

and 　Petersson7〕は，こ れ らの 研 究 の レ ビ ュ
ー

を 行 っ て い る。

　 とこ ろ で，連 続体構 造物 の トポ ロ ジー最適化 で は，こ れ ま で 最

適 化問題 の 解法 と して最適 規準法 （Optimality　 criteria　method ） が

主 に 用 い られ て き た
1，・s｝・9）。1991年の Suzuki　and 　Kikuchi81の 論文 で

は，こ の 方 法 を 用 い た 均 質化 法 トポ ロ ジ
ー

最 適化 で，多 少 の チ ェ

カ
ー

ボ
ー

ドは 見 られ る もの の ，メ ッ シュ依 存 性 の 小 さ い 精度 の 高

い トポ ロ ジ
ー

を 得 る こ とに 成 功 して い る。しか し，最 近 適 用 され

る 問題が 複雑 にな るに した が っ て ，最適 規準法 の 代わ りに 数理 計

画 法に もとつ く直接解法 （SLP ，　SQP ） が用 い られ る よ うに な っ て

き た
1°）・11）・：2v コ1，14 ）。これ は，最適規準 法で は，目的 関数 が 凸 関数 で

あ る 必 要 が あ る こ とや，制 約 条 件 の 扱 い が ，数 理 計 画 法 に 比較 し

て 複雑 に な る た め で あ る
1s〕。しか しな が ら，数理 計 画 法 に も とつ

く手 法で ，Suzuki　 and 　 KikuchiS｝が 示 し た トポ ロ ジーを再現す る こ

とは意外 に 難 しい。これ は，トポロ ジー最適 化問題 の 目的 関数 （平

均 コ ン プ ラ イア ン ス ）が ，最適解 の 近傍 で 非 常に フ ラ ッ トに な っ

て い る場 合 が 多 く，局 所 最 小 値 （local　 minima ）に 陥 りや すい こ

とに 起因 して い る
フ〕。ま た ，最近 で は，均 質化 法 を用 い る代 わ り

に 要 素密度 を設 計変数 とす る SIMP （Simple　lsotropic　Material　with

Penalization） ア プ ロ
ー

チ
9〕 （あ る い は ，

　 Density　Method） と呼 ば

れ る方法が 多 く用い られ て い る が ，こ の 方法 に お い て も Suzuki・and

Kikuchl8）が 示 し た トポ ロ ジ
ー

を再 現す る こ とは 難 し い こ と が指 摘

され て い る （Density　Methodで は 45度方 向 の 線が 現 れ や すい ）
15｝。

　 本論 文 の 目 的 は ，数 理 計 画 法 の 中 で 最 も よ く 用 い られ る SLP

法 （逐次線 形計画 法） を用い た均質化 法 トポ ロ ジー最適化 におい

て ，以上 に 述 べ た 数値 的不 安定 を改善す る 新た な方 法 を提 案す る

こ とに ある。本論 文で 提 案す る 方法 は，重 力の 概念 に も とつ く要

素密 度の 集 中 を促 す 関 数 （以 下
“
gravity　control 関数

”
と呼ぶ こ と

に す る） を 目 的関 数 に 付加す る もの で，トポ ロ ジー最適化 で 問題

と な る チ ェッ カ
ーボー

ドを 防 ぐ だ け で な く，グ レ ー
ス ケ

ール （中

間的 密 度） に もペ ナ ル テ ィ
ー

を課 す こ と が で き る。
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本論文では，Suzuki and Kikuchi8)が示した平面片持はりの例題を

取り上げ，本論文で提案する方法により，文献に示される解をほ

ぼ再現できることを示す。また，このような数値的不安定の議論

によく用いられている MBB と呼ばれるはりの例題 7),9),11),16)につい

ても解析を行い，本方法の有効性を示す。 

以下，本論文第２章では，均質化法による２次元構造物の解析

法について概説する。第３章では，トポロジー最適化問題の定式

化と SLP 法による解法を示し，数値的不安定を改善する gravity 

control 関数について説明する。第４章では，平面片持はりと MBB

はりの解析例を示し，本方法の有効性を検証する。第５章では以

上のまとめを述べる。 

 

２． 均質化法によるトポロジー最適化 1) 

2.1 定式化 

図 1 に示すように，有孔 unit cell で構成される周期的ﾏｲｸﾛｽﾄﾗｸﾁ

ｬｰからなる２次元構造物を仮定し，この変位場 u が，摂動展開に

より次式で表されるものとする。 

u x u x u x y y
x(1)( ) ( ) ( , ) , :  H 


 (1) 

ここに，x は全体ﾏｸﾛ座標系，y は局所ﾏｲｸﾛ座標系，はﾏｲｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬ

ｰの代表長さを表す。uH, u(1)は面内変形問題では次式で表される。 

u x u x, yH
H

H

u

u

u

u
( ) , ( )( )

( )

( )

RS|T|
UV|W|


RS|T|
UV|W|

1

2

1 1
1

2
1

 (2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 周期的ﾏｲｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰからなる２次元構造物 

 

このとき，ひずみと応力も次式で近似できる。 

  

 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( )

( )

x x x y b u x b u x y

x D x D b u x D b u x y

x y

x y

   

    

H H

H

1 1

1
 (3) 

ここに，D は弾性定数マトリックス，また， 

 H

H

H

H

( ) , ( , )( )

( )

( )

( )

x x y

R
S|
T|

U
V|
W|



R
S|
T|

U
V|
W|









1

2

12

1
1
1

2
1

12
1

 

b bx y
 

 
   

L

N
MMM

O

Q
PPP


 

 
   

L

N
MMM

O

Q
PPP

x

x

x x

y

y

y y

1

2

2 1

1

2

2 1

0

0

0

0, .  (4) 

このとき，ポテンシャルエネルギーは次式のように展開できる。 

F d

d d

d d

d d d

H

S

T
H

H T

S

H T

H
T

H

S

H T

S

H T

( ) ( ) ( )

( ) ( )

u b u b u D b u b u x

u f x u t

Y
b u b u D b u b u y x

Y
u f y x u t

x y x y

x yY x y

Y

  

 

  

 

z
z z
zz
zz z

1

2

1

2

1

1

1 1

1 1

d i d i
d i d i
d i d i

d i d i









 (5) 

ここに f は物体力ベクトル，t は表面力ベクトルである。ただし，

(5)式の２番目には次式の関係が用いられている。 

l i m ( ) ( )
 z zz0

1
g d g d d

S S
x x =

Y
x, y y x

Y
 (6) 

ここに，g は座標系 y に対する周期関数である。 

最小ポテンシャルエネルギーの原理より，次の２式が得られる。 

1

1

1

Y
b u D b u b u y x

=
Y

u f y x u t

x x yY

Y



 

H T H

S

H T

S

H T

d d

d d d

d i d i

d i d i





zz
zz z

( )




 (7) 

1
01 1

Y
b u D b u b u y x =y x yY
 ( ) ( )d i d iT H

S
d dzz  (8) 

ここで，u(1)が次式のように分離できるとし， 

u x y y b u xx
( ) ( , ) ( ) ( )1    H  (9) 

が次式を満足するものとすると，

b u D D b y =y yY
 ( )1 0d i d iT

d z   (10) 

(8)式は自動的に満足される。このとき，(9)式を(7)式に代入すると，

次式の均質化されたﾏｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰの釣合方程式が得られる。 

b u D b u x = u f x u tx x  H T H H

S

H T H

S

H T
d d dd i d i d i d iz z z 


 (11) 

ここに， 

D
Y

D D b y

f
Y

f x y y

yY

Y

H

H

d

d

  



z
z

1

1

d i

( , )

 (12) 

2.2 離散化 

ﾏｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰに対する(11)式は，通常の有限要素法によって離散

化する。本論文では， Wilson と Taylor ら 17),18)によって提案され

た４節点非適合四辺形要素 19)を用いる。本要素は，２種の曲げ型

面内変位モードを有しているため 4 節点ｱｲｿﾊﾟﾗﾒﾄﾘｯｸ要素に比較

して精度が良い。 

一方，ﾏｲｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰに対する(12)式のは，式をﾏｲｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰ

の周期性を考慮した境界条件のもとで解くことによって得られる

（図２参照）。式は節点ｱｲｿﾊﾟﾗﾒﾄﾘｯｸ要素により離散化する。

また，式の DH も同じ要素で離散化する。 

以上のようにして求められたﾏｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰ各要素の DH は，次式に

よりその応力の主軸方向に変換される 1),8)。 

D T D TG P H P  (13) 

ここに， 

TP  


L

N
MMM

O

Q
PPP

cos s i n cos s i n

s i n cos cos s i n

s i n s i n cos

2 2

2 2

2 2 2

   
   
  

 (14) 

x1 

x2 
y1 

y2 

Y2 

S 


t 

Unit cell 

Local micro coordinates Global macro coordinates 

Y1 



 
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図 2 Unit cell の離散化 

 

３． トポロジー最適化問題の解析法 

3.1 最適化問題の定式化と SLP 法による解法 

図 1 に示すように，各 Unit cell の孔の大きさをとし，この

孔の大きは，各ﾏｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰの有限要素ごとに異なるものとする。

最適化の目的は，一定の荷重を与えた場合の剛性の最大化，すな

わち，外力のなす仕事（平均コンプライアンス）の最小化とする。

また，制約条件は，物質の総体積を制約値以下にすることとする。 

以上の問題を定式化すると，以下のように表せる。 

Find X       1 2 1 2, , , , , , , N Nl q  

which minimize 

C dH T H H

S
( )X b u D b u xx x z d i d i  (15) 

subject to 

V A t Vi i i i
i

N

i i

Xb g b g  

   

 1

0 1 0 1
1

0 

 ,

 (16) 

ここに，N はﾏｸﾛｽﾄﾗｸﾁｬｰの有限要素総数， C は平均コンプライア

ンス，V V, 0 は，物質の総体積とその制約値， A ti i, は i 要素の面積

と板厚である。 

 (15)式，(16)式で示される最適化問題の解法として，SLP 法を用

いる。図 3 に本方法を用いた場合の解析の流れ図を示す。本アル

ゴリズムの特徴は，各ステップで応力の主軸角度の計算を２度行

っている点である（平均コンプライアンスの計算時にも主軸角度

が計算される）。これは，局所解への収束を回避するために設計変

数の move limit を大きな値に設定するためである。 

 平均コンプライアンスの感度は次式により計算される 8)。 




 



 








 



 





z z
z z

C
d d

C
d d

i

H T
H

i

H

S i
T

i
T i

H

i
i iS

i

H T
H

i

H

S i
T

i
T i

H

i
i iS

i

i

  

  

b u
D

b u x d B
D

B x d

b u
D

b u x d B
D

B x d

x x

x x

d i d i

d i d i
 (17) 

ここに，di は i 要素の節点変位ベクトル，Bi は i 要素のひずみ－変

位マトリックスである。また，DH の感度は，DH のデータベースか

ら近似的に計算する。なお，本論文では，Unit cell を 20 20 分割

し，孔の大きさ  , に関して，51 51 点（0.02 刻み）の DH の値

を計算し，これをデータベースとした。そして，中間値および感

度は９点の Lagrange 補間によって計算している。一方，体積の感

度は(16)式から解析的に計算される。 

 各設計変数は，以下のような変数変換を行う。 











~ ~, ~ ~

~ ~,
~ ~




  




  

i
i

i
i

i
i

i
i

   

   

0 2

0 2

 (18) 

ここに，~ は，通常 ~ /   i 等で定義されるべきものであるが，

ここでは， ~ を  i i, に依存しないものとする。すなわち，move 

limit  を  i i, の値に比例させる。この場合，  i i, が 0 に近づ

くほど設計変数の変動幅は小さくなる。また，~ は，初期値を 0.5

とし，30 ステップまでは ~ / . 105n （ n :ステップ数），30 ステップ

以上では ~ / . / . 105 1130 30n  で絞り込みを行う。収束判定に用いる

 c （図 3）は， ~ の初期値の 1/200 とする（この場合 72 ステップ

以下で収束する）。 

また，体積の制約値 V0 に関して，V0 が小さい値の場合，繰り返

し計算初期の段階で C の変動が非常に大きくなり，局所解への収

束傾向が強まる。そこで，V0 が小さい値の場合は，繰り返し初期

段階の制約値を次式で定義される
~
V0 に置き換える。 

~
V V n0 0 1  b g  (19) 

ここに，     V V n nT n s0 2 1 1, b g であり，VTは全  ,

が 0 の場合の体積，nsは適当なステップ数で，本論文では 20 とし

ている。なお，  , k が 0 以下になる場合は 0 とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 SLP 法による解析フロー 

 

3.2 数値的不安定の改善 

これまで，チェッカーボード，メッシュ依存性，局所解への収

束等の数値的不安定を改善する主な方法として，perimeter control

法 11),20),21)と mesh-independent filtering 法 7),16)が提案されている。し

かし，後に示すようにこれらの方法はグレースケールにペナルテ

ィが課されないため，以上に示した均質化法による最適化問題に

1 

Unit cell 

4-node isoparametric 

finite element 

ui(1), i
k
(1) ui(2), i

k
(2) 

ui(4), i
k
(4) ui(3), i

k
(3) 

i=1,2  k=1,2,3 

1 

X X X( ) ( ) ( )k k k  1 

設計変数の初期値 X( )0 の設定 

各要素の主軸角度  の計算 

平均コンプライアンス C k( )( )X と体積V k( )( )X の計算 

感度 C k( )( )X ， V k( )( )X の計算 

線形計画法で X( )k の計算 

開始 

終了 

X( )k
c 

k k  1

Yes 

No 
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適用すると，グレースケールの広がった不鮮明なトポロジーが得

られる。そこで，本論文では，重力の概念を応用した新たな方法

を提案する。本方法では，Beckers21)が示した離散的な perimeter 

control 法を参考に，次式のような gravity control 関数を定義する。 

g i
p

j
p

i
p

j
p

j

m

i

N

i i i i i

i

   

   

    

    

e j
11

1 1,

 (20) 

ただし，N は全要素数，mi は i 要素と辺を共有する要素数であり，

内部では 4 であるが，端や角の要素では 3 または 2 となる。また，

p はグレースケールにペナルティーを課すパラメータで，本論文

では，p=2 に設定する。なお，“gravity control 関数”は，２要素間

の重力が  i j ijr （ rij : ２要素間の中心距離）で定義されることか

ら名付けた。 

図 4 は，i 要素および i 要素と辺を共有する要素の密度が 0, 0.5, 1

の場合について，i 要素の gravity control 関数の値を示したもので

ある。ただし，p=2 としている。また，図 5 は，比較のため，同

じ密度分布に対する Beckers21)によって示された perimeter control

関数の値を示したものである。なお，Beckers によって示された

perimeter control 関数は次式で定義される。 

P lij i j
j

m

i

N i

 

  

11

 (21) 

ここに，lijは i 要素と j 要素の共有辺の長さである。 

図 4 と図 5 を比較してわかるように，要素密度が 0 と 1 の場合

は，両関数値とも同様の評価となる（ただし，値の大小関係は逆）。

しかし，perimeter control 関数は，グレースケールへのペナルティ

が課されないのに対し（すべて黒とすべてグレーが同じ値となる），

gravity control 関数は，グレースケールにかなり大きなペナルティ

ーを課すことができる（すべて黒が 4 に対してすべてグレーは

0.5）。 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 要素密度が 0, 0.5, 1 の場合の gravity control 関数値 

 

 

 

 

 

 

 
図 5 要素密度が 0, 0.5, 1 の場合の perimeter control 関数値( lij  1 ) 

 

以上からわかるように，gravity control 関数の値が高くなれば，

要素密度が集中し，またグレースケールが少なくなる。そこで，

本論文では，この関数に重みを付けて目的関数に加え，平均コン

プライアンスを最小化すると同時に，gravity control 関数値を最大

化する多目的問題とする。多目的関数の単一目的関数化にはいく

つかの方法が提案されているが，ここでは，lp ノルムによる方法

を採用する 22)。すなわち，新たな目的関数を次式で定義する。 

f C w Cg g g mg i
i

N

( ) ( ) ~( ) ~( ) ( ) /X X X X X  

2

2

1
e j  (22) 

ここに， wg は重み， C は各ステップの平均コンプライアンス値

であるが，スケーリングのみに用いているもので，設計変数に対

する感度は 0 とする。なお， ~g は常に 1 以下となる。 

 

４． 数値解析例 

4.1 平面片持はりの解析 

 以上に示した方法の有効性を検証するために，まず，Suzuki and 

Kikuchi8)によって示された平面片持はりの解析を行う（図 6）。解

析は対称性を利用して 1/2 領域で行う。また，  , の初期値は，

  として全要素で均等とする。ここでは，板厚を 1，荷重を

2 に設定した。有限要素メッシュは 1/2 領域で 64×20 とした。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6 平面片持ちはりのトポロジー解析領域 

 

図 8 は，gravity control 関数の重みを 0 から 0.5 まで 0.1 刻みで

変化させた場合の最適トポロジー解を示している。なお，図 8 は，

各要素の密度を図 7 に示すスケールで表示している。図より，

gravity control 関数の重みが大きくなるにしたがって，グレイスケ

ールが少なくなり，トポロジーが鮮明になっていくことがわかる。

また，本例題では， wg  0 3. で Suzuki and Kikuchi8)によって示さ

れた解とほぼ同様なトポロジーが得られており，コンプライアン

ス値から見ても，0.3 が妥当な重みであることがわかる。 

 

 

 

 

図 7 トポロジー表示における密度スケール 

 

図 9 は，比較のため，次式により(21)式で定義される perimeter 

control 関数の最小化を行った場合の結果である。 

f C w CP P P Lp( ) ( )
~

( )
~

( ) ( ) /X X X X X  2
2e j  (23) 

ただし， w Lp  0 01 16. , としている。図から明らかなように，

この場合はグレースケールが残り，特にV0 80 の場合は，不鮮

明なトポロジーとなることがわかる。 


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図 8 平面片持はりのトポロジー解析結果（wg の変化に対して） 

V0=40, wg=0, C=1.39 V0=60, wg=0, C=0.914 V0=80, wg=0, C=0.698 

V0=40, wg=0.1, C=1.42 V0=60, wg=0.1, C=0.922 V0=80, wg=0.1, C=0.711 

V0=40, wg=0.2, C=1.47 V0=60, wg=0.2, C=0.925 V0=80, wg=0.2, C=0.708 

V0=40, wg=0.3, C=1.49 V0=60, wg=0.3, C=0.943 V0=80, wg=0.3, C=0.717 

V0=40, wg=0.4, C=1.53 V0=60, wg=0.4, C=0.986 V0=80, wg=0.4, C=0.738 

V0=40, wg=0.5, C=1.72 V0=60, wg=0.5, C=1.05 V0=80, wg=0.5, C=0.787 
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図 9 perimeter control 関数を用いた場合のトポロジー解析結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 異なる有限要素メッシュに対するトポロジー解析結果 

 

すなわち，perimeter control 法では，グレースケールへのペナルテ

ィを別の方法で課す必要がある。また，mesh-independent filtering

法は perimeter control 法と同様の効果となるため，この方法につい

ても同様のことが言える。 

図 10 は，メッシュ依存性を調査するために，３種のメッシュ分

割に対するトポロジー解析結果を示したものである。図より，

V0=40 と V0=80 の場合では若干のメッシュ依存性が見られるが，

ほぼ類似したトポロジーが得られていることがわかる。ただし，

V0=60 と V0=80 の 80×50 のメッシュでは wg  0 4. としている。ま

た，コンプライアンス値を見ると，メッシュ分割数が多くなって

も必ずしもコンプライアンス値は小さくならない。したがって，

メッシュ依存性に関しては，Suzuki and Kikuchi8)の示した最適規準

法による結果ほどの精度は期待できないことがわかる。 

4.2 MBB はりの解析 

次に，図 11 に示す MBB と呼ばれるはり 9)のトポロジー解析を

行う。解析は対称性を利用して 1/2 領域で行い，有限要素分割は，

この領域で 75×25 とした。ヤング係数，ポアソン比，板厚は図 6

の例題と同じ値を用いた。体積の制約値は VT の 50%である。 

図 12 は，gravity control 関数の重みを 0 から 0.5 まで 0.1 刻みで

変化させた場合の最適トポロジー解を示している。図からわかる

ように，この場合も wg=0.3 で最も鮮明なトポロジーが得られてい

る。また，wg=0.3 のトポロジーは，文献 7)に示される 5400 要素の

解析結果とほぼ同様のトポロジーとなっており（本解析では全領

域で 3750 要素），また，文献 9)に示される正解を指向している。

V0=40, wp=0.01, C=1.41 V0=60, wp=0.01, C=0.914 V0=80, wp=0.01, C=0.704 

V0=60, Mesh 64×40, wg=0.3, C=0.943 V0=60, Mesh 48×30, wg=0.3, C=0.938 V0=60, Mesh 80×50, wg=0.4, C=0.963 

V0=80, Mesh 48×30, wg=0.3, C=0.724 V0=80, Mesh 80×50, wg=0.4, C=0.752 

V0=40, Mesh 48×30, wg=0.3, C=1.43 V0=40, Mesh 80×50, wg=0.3, C=1.48 V0=40, Mesh 64×40, wg=0.3, C=1.49 

V0=80, Mesh 64×40, wg=0.3, C=0.717 
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wg が 0.3 以上では，内部の線の本数は少なくなるが，線がまとま

るというよりは，線が消えていく傾向にある。実際，wg=0.5 の場

合の体積は 46.5%となっている。このことは，グレースケールを

除いた場合，より単純な形状のトポロジー解は存在しないことを

示している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11 MBB はりモデルのトポロジー解析領域 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12 MBB はりのトポロジー解析結果（wg の変化に対して） 

 

150

25

1

2
F  3

wg=0.1, C=3.91 

wg=0.2, C=3.93 

wg=0.3, C=4.02 

wg=0.4, C=4.29 

wg=0.5, C=4.83 

wg=0, C=3.86 
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５．まとめ 

本論文では，均質化法によるトポロジー最適化問題を SLP 法で

解く場合に問題となる数値的不安定を改善する方法を示した。ま

ず，チェッカーボードおよびグレースケールを回避する方法とし

て，gravity control 関数に重みを付けて目的関数に加え，これを最

大化する方法を示した。また，局所解への収束を回避するテクニ

ックとして，move limit の初期値を 0.5 と大きな値に設定し，さら

に，move limit を要素密度が高くなるにしたがって変動幅を小さく

するように設定した。また，体積の制約値が小さい値の場合は，

繰り返し計算初期の段階で制約値を大きくする方法を示した。 

以上の方法により，Suzuki and Kikuchi8)によって示された平面片

持はりの例題を解析した結果，本論文で定義した gravity control 関

数の重みを 0.3 にすることで，文献に示された結果をほぼ再現で

きることが確かめられた。比較のため perimeter control 法の適用も

試みたがグレースケールが均等に広がる不鮮明なトポロジーとな

った。したがって，この方法は，SIMP アプローチのようにグレー

スケールへのペナルティを別の形で課すことのできる方法と組み

合わせる必要がある。メッシュ依存性に関しても調査を行った結

果，メッシュ分割を換えても，ほぼ類似したトポロジーが得られ

ることが確かめられた。 

次に，数値的不安定の議論によく用いられる MBB はりについ

て解析を行った。その結果，この場合も gravity control 関数の重み

を 0.3 とすることで，既往の解と同様のトポロジーが得られ，ま

た，本解析解は正解を指向していることがわかった。 

以上の結果より，本論文で提案した gravity control 関数は，その

重みを 0.3（メッシュ分割が精細で，体積制約値が大きい場合は

0.4）として，目的関数に組み込むことで，チェッカーボードを防

ぎ，グレースケールのより少ない鮮明なトポロジーを得ることが

できることがわかった。また，局所解への収束を避けるテクニッ

クも有効であることが確かめられた。 
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フ ィ ル タ リン グ法，位相最適化，最適性規準法，均質化法，密度法

1．は じめ に

　 連続体の 位相最 適化 技術 は ，機械 分野 に お い て は すで に 実務 レ

ベ ル で 利用 され ，部品 の 軽 量 化 等で 実績 が 得 られ つ つ あ る 。建築

分 野 に お い て も，研 究 レ ベ ル で は ，大森 らに よ る GA を利 用 した

トラ ス 構 造 の 位 相 最適化
1）．ESO 法 に よ る位 相 最適化

z）・3｝，本 間 ら

に よ る セ ル ・オー
トマ トン を 利 用 した 位相最 適化

4）・S）
等 の 研 究 が行

われ て い る。一
方 ，欧 米で は，R   m と Maute ら を 中心 に シェル

構 造の 位 相最適化
6），橋 梁の 位 相最適化，鉄筋 コ ン ク リ

ー
トの 鉄

筋 の 位 相最適化等
7）

の 現 実的 な問題 へ の 適 用が 試 み られ て い る。

こ れ らの 研究 の 多 くは．部 材 の 断面設計 を中心 とす るい わゆ る構

造設 計 よ りも設 計 の 第
一

段 階 で あ る コ ン セ プ トデザイ ン への 利用

を 目指す もの で あ り，こ の よ うな技術が 建築デ ザイ ン の 新 し い ツ

ール とな る可 能性 を秘 め て い る。

　こ の よ うな背 景 に も とつ い て ，著者 ら も グ ラ ン ドス トラ クチ ャ

ー
法 に よ る骨組 構 造 の 位相 最適化

B），均 質化設 計法 に よ る 板 ・シ

ェ ル 構 造の 位相最適化
9，・le）・11），密度法 に よ る 3 次元 構 造 の 位相最

適化 手 法
12）

を示 し，こ れ らの 手 法 を もと に建 築デザイ ン に 利用 で

き る位相最適 化 ツ
ー

ル の 開発 を 目指 して い る。

　 とこ ろで ，こ の よ う な手 法 を ツ ール 化 す る上 で 問題 と な る の が，

数学 的な最適解 が 必ず しも設 計者が期 待す る ようなシ ン プル で 明

解な位相 とは な らない とい う点 で あ る 。ま た ，連 続 体 の 位 相 最 適

化 で は ，ソ リ ッ ド要 素 と空 隙要 素が チ ェ ッ カ
ーボー

ドの よ うに 交

互 に 並ぶ 数値 的 不 安 定現 象 が 多 く見 られ ，実 際 に どの よ うに構 造

物 の 境界 を 定 め る べ きか を判 断 しに くい 場 合 が 多い 。こ の よ うな

問題 を解決 す る方 法 と して は ，一
つ に は ，Maute 　 and 　Ramm ら

tl］

が 提案 して い る よ うに，均質 化設計法 と同様の 手法で 位相 を求め，

それ に もとつ い て 有限要素 メ ッ シ ュ を再分割 し，さらに位相 を求

め る とい うよ うな こ とを繰 り返す ア ダプ テ ィ ブ 法的な手 法 が 考 え

られ る。こ の よ うに して 得 られ た位 相は 滑 らか な境界 を持 ち 非 常

に 明 解 な もの と な っ て い る が ，計算 コ ス トと開発 コ ス トが か か り

す ぎる とい う問 題 が あ る。他 の 方 法 と し て は ，均 質化設 計 法 や 密

度法 に よる 位相最 適化 手法 に フ ィル タ リ ン グ 法を組 み合 わせ る こ

とが 考え られ る。こ の よ うな フ ィ ル タ リン グ法 に 関 して は文献 14）

に 整 理 され て お り，著 者 ら も文 献 9）．10）に 新 しい フ ィ ル タ リン グ 法

を 提 案 して い る。

　著者 らが 提案 し た フ ィ ル タ リン グ 法は ，一
つ の 要素の 周辺 の 密

度 に 注 目 し，そ の 要素が 中実で あれ ば 周辺 に 中実要素が ，そ の 要

素が 空 隙で あ れ ば 周辺 に 空隙が 集 中す る よ うな関数 を定義す る。

’
東京大学一［学系研 究科 　助 手 ・博 士〔工 学 ）

‘　 　
’1

東墓大 学新領域 創成科学研 究科 　助 教授
・Ph、D ．

　 　
”“

東京大学⊥ 学系 研 究科 　教 授
・

」二博

Research　Assoc、，　Graduate 　School　 of 　Engineering，　 The　 University　c，f　Tokyo ，
Dr．Eng．
Assoc．　Prof．，　Graduate　School　of 　Frontier　Sciences，　The 　University〔〕fTokyo ，　Ph．　D．
Prof．，　Graduate　School　c）f　Engineerlng ，　The 　University　of　Tokyo ，　Dr．　Eng ．

一 105 一

N 工工
一Electronic 　 Library 　

19

大地
タイプライターテキスト

大地
タイプライターテキスト
１－２



そして，この関数をすべての要素について加えた関数（重力制御

関数）を制御することで，チェッカーボードのない明解な位相を

求める方法である。文献 9),10)では，2次元問題の均質化設計法で，

この方法と SLP 法を組み合わせる手法を示し良好な結果を得てい

る。しかしながら，制約条件が質量のみの剛性最大化問題では，

SLP 法よりも最適性規準法（Optimality criteria method）の方が計算

効率上有利である。したがって，本方法と最適性規準法との組み

合わせを検討する必要がある。また，このフィルタリング法を 3

次元問題に適用した場合の効果についても検討する必要がある。 

そこで，本論文では，重力制御関数値を制約条件とする位相最

適化問題を最適性規準法を用いて解く方法を示し，このような方

法により，2 次元および 3 次元問題において，チェッカーボード

状の密度分布がなく，設計者に明確な情報を与える位相が求めら

れることを示す。2 次元問題の位相最適化手法としては，設計領

域を多孔質材料とし，材料のミクロ構造の穴の大きさと角度を設

計変数とする均質化設計法 9),10),15),16)を用いる。3 次元問題では，計

算効率上の理由から均質化設計法を簡略化し，各要素の弾性定数

を要素密度のべき乗関数に比例すると仮定する密度法 12),17),18),19)を

用いる。なお，文献 12)においても最適性規準法を用いているが，

この場合は重力制御関数を文献 9),10)と同様に目的関数に付加し

た形で用いており，本論文に示す方法とその点で異なる。 

以下，本論文第 2 章では，均質化設計法による 2 次元構造物の

位相最適化問題を，重力制御関数値を制約条件として最適性規準

法で解く方法を示す。第 3 章では，密度法による 3 次元の位相最

適化問題を同様な方法で解く方法を示す。第 4 章では，第 2 章，

第 3 章で示した方法の有効性を 2 次元および 3 次元の解析例題で

示す。第 5 章では以上のまとめを述べる。 

 

２．均質化設計法による 2 次元問題の位相最適化 

2.1 最適化問題の定式化 

 均質化設計法では，図 1 に示すように設計領域を有限要素分割

し，各要素の材料が，異なる長方形の穴を有するセルが周期的に

並ぶミクロ構造を有するものとする。そして，各要素のミクロ構

造の穴の大きさ ,a b と角度  を設計変数として，材料の必要なと

ころでは穴が小さく，必要でないところでは穴が大きくなること

を利用して構造物の最適位相を求める。剛性の最大化を目的とす

る場合の本方法の最適化問題は次式のように定式化される 9),16)。 

 
1

min

0 1 ( 1, , 2 ), 1

T

N

i i i S
i

i N a b m





  

       
 


L

d Kd

L 




 (1) 

ここに，  は設計変数  1 2 1 2, , , , , , ,N Na a a b b b  で， ,i ia b は i 番目

要素のミクロ構造の穴の大きさを表し， N は有限要素数である。

なお，ミクロ構造の穴の角度は各要素の応力の主軸方向に向ける

ものとして設計変数からは除外する 16)。また，(1)式の dは節点変

位ベクトル，K は全体剛性マトリックス，Lは与えられた条件を

満たす許容設計変数の集合， Sm は質量（ここでは総密度比）の制

約値である。なお，(1)式の Td Kd は外力の仕事量である平均コン

プライアンスを示しており，次式にように表しておく。 

  TC  d Kd  (2) 

(1)式を解いて得られる最適位相では位相の境界がはっきりしない

場合が多いため，位相境界をはっきりさせる働きを持つ次式の重

力制御関数を定義する 9),10)。 

   
1 1

N N

i i
i i

G g m
 

    (3) 

ここに， 

  
1

1 1
im

i i j i j
j

g    


       (4) 

ただし， 1i i ia b   であり， im は i 番目の要素と辺を共有する要

素数で，内部の要素では 4，端や隅の要素ではそれ以下となる。

また，(3)式の G は， 0 1G  となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 均質化設計法による位相最適化 

 

 図 2 は，密度比  が 1, 0.5, 0 となる場合について，(4)式の関数 ig

の値を示したものである。図からわかるように，この関数値は，i

番目要素が黒で周辺要素が白の場合，または i 番目要素が白で周

辺要素が黒の場合が最も低い値となる。チェッカーボード状の解

はこのパターンに相当するので，この関数値が高くなればチェッ

カーボードは防げる。また，この関数の特徴として，グレースケ

ール（密度比が 0.5 の場合）にもペナルティーが課され，すべて

グレーの値は，すべて黒またはすべて白よりも低い値となる。し

たがって，(3)式の関数値が高くなれば，チェッカーボード状の密

度分布が少なくしかも白黒のはっきりした位相が得られる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 i 番目要素とその近隣要素の密度比と関数 ig の関係 
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そこで，ここでは，(3)式の G を与えられた値以上にする制約を課

すことにする。この場合，(1)式は次のように書ける。 

 

 
1

min

0 1 ( 1, , 2 ), 1 ,
N

i i i S
i

C

i N a b m G G





  

 
       
 


L

L 





 (5) 

ここに，G は重力制御関数の制約値で，0 1G  の範囲で与える。 

2.2 最適性規準法による解法 

 (5)式の問題を最適性規準法によって解く 16)。最適性規準法では，

(5)式の問題を解くために次式の Lagrangian を定義する。 

        
1

1
N

i i S g
i

L C a b m G G 


 
      

 
    (6) 

ただし， , g  はラグランジェ乗数（ 0, 0g   ）であり，ラグ

ランジェ乗数がかかる項は制約条件を満足すれば負になる。そし

て，(6)式を設計変数とラグランジェ乗数に関して変分をとること

により，最適性規準を求める。この場合は次式となる。 

     

   

    

1

1

1

1 0

N

i g i
i i i

N

i g i
i i i

N

i i S g
i

C G
L b a

a a

C G
a b

b b

a b m G G

   

  

 







  
     

  
     
 

      
 







 


 



 (7) 

(7)式は(6)式の最小化の条件である。(7)式より，  , 1, ,i ia b i N    ，

, g  の任意性から次式が成り立つ。 

 

  1
i g

i

i

G
b

a
C

a

 





 






 

 

  1
i g

i

i

G
a

b
C

b

 





 






 (8),(9) 

 
1

1
1 1

N

i i
iS

a b
m 

   
 

1
G

G



 (10),(11) 

(8)式より次のような関係式を作ることができる。 

 

 

 

 

 

 

( )
( ) ( )( )

( )
( 1) ( )

( )

( )

1

( 1, , )

i g i g
i i i

i

i i

k
k kk

i gk
k ki

i ik

k
i

G G
b b

a a a
C C a

a a

G
b

a
a a i N

C

a



   

 


 
 

 
    

 
 

 
 

      
  



 

 





 (12) 

ここに， は設計変数の更新幅を制御するべき乗係数である。(12)

式と同様の操作により，次式のような関係式が得られる。 

 

 

   

( )
( ) ( )( )

( )
1 ( )

( )

( )

1, ,

k
k kk

i gk
k ki

i ik

k
i

G
a

b
b b i N

C

b



 


 
 

     
  






 (13) 

     ( ) ( )1

1

1
1

N
k kk k

i i
iS

a b
m



 



 
  
 

  (14) 

 

 
 1

( )

k k
g gk

G

G



 
 
 
  

 (15) 

ただし， , , ,i i ga b   には次式の制約条件があるので， 

 0 1, 0 1 1, , , 0, 0i i ga b i N          (16)

(12)～(15)式より，次式の最適性条件が得られる。 

    1 ( )min max 0, , 1k k
i aia s   (17) 

    1 ( )min max 0, , 1k k
i bib s   (18) 

     ( ) ( )1

1

1
min 0, 1

N
k kk k

i i
iS

a b
m



 



      
   

  (19) 

 

 
 1

( )
min 0,k k

g gk

G

G



 
      

    


 (20) 

ここに， 

   
    

 
( )

( )( )

( )

( )

k

k kk
i gk

kk i
ai ik

k
i

G
b

a
s a

C

a



 
 
 
 

  
 

   




 (21) 

 

 

 

( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

( )

k
k kk

i gk
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
 (22) 

(17),(18)式には，さらに設計変数の変動幅の制約（move limit）を

課す。この変動幅の制約は次のように書ける 16)。 

  

  

( )

( )
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( )
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 (23) 
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
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 

 

 

 (24) 

ここに，  は変動幅の制約値（move limit）である。 

 さらに， , g  は最適化繰返し計算の各ステップの内側のループ

でも収束計算を行う 16)。すなわち，次式 
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 (25) 
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k
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

  



 
 

    
  




 (26) 

から，(23),(24)式により設計変数を更新し，これから(19),(20)式に

より , g  を再度更新する。これを(25),(26)式に代入し，(23),(24)

式によりまた設計変数を更新するというようなループを繰り返す。

ただしこの間(25),(26)式の
( ) ( ),k k

i ia b は更新しない。 
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 以上の計算の流れをまとめると，(23),(24)式で前ステップの解か

ら設計変数の値を更新し，これから(19),(20)式によってラグランジ

ェ未定係数を更新する。そして，(25),(26)式を用いた内側のループ

により，制約条件を満足するようにさらに設計変数の更新を行う。

これを次ステップの設計変数として，平均コンプライアンス，質

量（総密度比）を計算し，感度係数を求め，再び(23),(24)式によっ

て設計変数を更新する。このような手続きを与えられたステップ

数まで繰り返す。 

なお，(21)式中の平均コンプライアンス C の設計変数 ia 関する

感度係数は次式のようにして求められる。 

 
2

T

T T

i i i i

C

a a a a

  
  

   

d Kd K d
d d d K  (27) 

ただし，変位ベクトル dは次式の剛性方程式 

Kd f  (28) 

解であるから，(28)式の両辺を設計変数 ia で偏微分すると， 

i ia a

 
 

 
d K

K d  (29) 

となるので，これを(27)式に代入すると次式となる。 

ei

ei H
T TT ei ei ei T ei ei

i i i i

C
d

a a a a

    
           


K K D

d d d d d B B d  (30) 

ここに， ,ei eiK d は i 番目要素の要素剛性マトリックスと節点変位

ベクトル，Bは i 番目要素のひずみ－変位関係マトリックス， HD

は均質化法によって求められる均質化弾性マトリックス， ei は i

番目要素の領域を表す。なお， HD に関してはミクロ構造の穴の

大きさ ,a b に関するデータベースをあらかじめ作成しておき，設

計変数に対する感度係数はその補間関数を微分することによって

求める。なお，本論文では文献 9)と同じデータベースを用いる

（ ,a b に関して 51×51 点の HD を計算したデータベース）。 

 

３．密度法による 3 次元問題の位相最適化 

3.1 最適化問題の定式化 

密度法 12),17),18),19)は，材料の弾性剛性が密度比のべき乗に比例す

ると仮定し，図 3 に示すように各有限要素の密度比を設計変数と

して最適位相を求める方法である。これは，均質化設計法の穴の

大きさを a b として材料の等方性を仮定したものに対応する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 密度法による位相最適化 

 (5)式と同様に，密度法による構造物の位相最適化問題は次式の

ように定式化される。 

   

 
1

min ,

0 1 ( 1, , ), ,

T

N

i i S
i

C C

i N m G G 





  

 
      
 



L
d Kd

L 


 

 
 (31) 

ここに，は各要素の密度比  1 2, , , N   で，その他の変数は(5)

式と同じである。ただし密度法では，全体剛性マトリックス K は，

要素密度比の関数として次のように表される。 

   
1

A
N

p ei
i

i




K K  (32) 

ここに，A は要素剛性マトリックスの重ね合わせを表す記号， eiK

は i 番目要素の剛性マトリックスである。また， p はべき乗係数

で，本論文では文献 19)にしたがい 2p  とする。また，重力制御

関数 G は(3)式と同様に次式で定義される。 

   
1 1

N N

i i
i i

G g m
 

    (33) 

ここに， ig の定義は(4)式と同じであるが， im は i 番目の要素と面

を共有する要素で，内部の要素では 6，端や隅の要素ではそれ以

下となる。 

3.2 最適性規準法による解法 

 (31)式を最適性規準法によって解く。まず，設計変数を次式のよ

うに から     に変更する。 

   

     
1

min ,

0 1 1, , , 1 ,

T

N

i i S
i

C C

i N m G G 





  

 
       
 


L

d Kd

L 


 

 
 (34) 

ただし，  1 , 1, ,i i i N     である。このような変更により，(34)

式は(5)式の穴の寸法を等しくして，この穴の寸法を設計変数にす

ることに対応する（ただし，均質化法では，弾性定数は密度のべ

き乗関数にはならない）。最適性規準法の場合，重力制御関数の制

約との関係から設計変数をこのように設定する方がフィルタリン

グの効率が良い。 

(34)式の Lagrangian は次式となる。 

        
1

1
N

i S g
i

L C m G G   


 
     

 
    (35) 

次に，(35)式を設計変数とラグランジェ乗数に関して変分をとるこ

とにより， 

     

    

1

1

1 0

N

g i
i i i
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   
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  





  
     

       
 





 




 (36) 

(12)式と同様に，(36)式の  1, , , ,i gi N    の任意性から次式

の最適性規準を作ることができる。 

 

 
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 
 11
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1

1
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N
k k kk k

i g gk
iS
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m G


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  
    
    




 (38),(39) 

0 

0.5 

1.0 
Element
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また， , ,i g   には次式の制約条件 

 0 1 1, , , 0, 0i gi N        (40) 

があるので，(37)～(39)式より次式の最適性規準が得られる。 

    1 ( )min max 0, , 1k k
i is    (41) 

      1

1

1
min 0, 1

N
kk k

i
iSm


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   

  (42) 
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 
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g gk

G

G


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

 (43) 

ここに， 
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


 (44) 

均質化設計法の場合と同様に，(41)式には，設計変数の変動幅の制

約を課す。また， , g  は最適化繰返し計算の各ステップの内側の

ループでも収束計算を行う。 

 なお，平均コンプライアンス C の設計変数 i 関する感度係数は

次式のように求められる。 

  

  1

1

1

p ei
iTT ei ei

i i i

T pei ei ei
i

C

p
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  
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   
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 

KK
d d d d

d K d

 (45) 

 

４．解析例 

4.1 パラメータの設定 

 最適性規準法では，以下のパラメータの設定が必要である。 

1) (19)-(22),(42)-(44)式のべき乗係数   

2) 設計変数の変動幅の制約値（move limit）   

3) 感度係数を更新する外側ループの繰り返し回数 

4) 感度係数を更新しない内側ループの繰り返し回数 

以上のパラメータを決定するために，4.2 節に示す例題で数値実験

を行った。まず，1)と 2)の ,  は，いずれも設計変数の変動幅を

制約するものである。4.2 節に示すフィルタリングを除いた例題で

調査した結果，move limit を設けない場合は  が 0.25 以下で妥当

な解が得られることがわかった。そこで， は 0.25 に設定し，

に関して調査したところ同じ例題では 0.1 の近傍で最小の平均コ

ンプライアンスが得られた。そこで，ここでは 0.1  に設定した。

次に，3)の感度係数を更新する外側のループの繰り返し回数は，

30 回程度で平均コンプライアンスの値がほぼ一定になる。しかし，

この段階では設計変数等は(8)-(11)の最適性規準を満足していない

ため，ここから move limit  を ( 1) ( ) ( 29)/1.1 ( 30,31, )k k k k    

として絞り込みトータル 40 回まで繰り返すこととした。また，感

度係数の計算をしない内側のループは，100 回程度で質量制約が

アクティブになる（制約値に等しくなる）。しかしながら，重力制

御関数値を各ステップでアクティブにすると，この制約が敏感に

効きすぎて，最適解から大きく外れてしまう。したがって， g の

更新は質量制約に比較して少なくする必要がある。そこで，本プ

ログラムでは，  に関する更新は 100 回， g に関する更新は 5

回に設定した。 

4.2 均質化設計法による解析例 

 均質化設計法におけるフィルタリングの効果を示すために 2 次

元問題の解析例を示す。有限要素としては，せん断剛性に関して

低減積分を行った 4 節点アイソパラメトリック要素を用いる。 

まず，既往の文献によく引用されている 図 4に示すような MBB

はり 9),18)の解析例を示す。解析は対称性を利用して1/2領域で行い，

有限要素分割は，この領域で 75×25 とした。総密度比の制約値は

/ 0.5Sm N  （全密度比を 1 とした場合の 50%）とした。なお，弾

性マトリックスは平面応力問題のものを用いている。 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 MBB はりモデルのトポロジー解析領域 

 

 図 5 は，フィルタリングの効果を示すために，重力制御関数の

制約値 G を変化させた場合の結果を示している。図中の G は最適

解における重力制御関数値， m は最適解における総密度比の比率， 

 
1

1
N

i i
i

m a b N


   (46) 

である。また， 0/C C は，フィルタリングをかけた場合の平均コ

ンプライアンス値を， 0G  の場合の平均コンプライアンス値 0C

との比で示したものである。なお，図ではグレースケールのフィ

ルタリング効果も示すため，密度比のしきい値を 0.1 とし，それ

以下の要素は除いている。図からわかるように，重力制御関数値

を制約しない場合（ 0G  ）は，チェッカーボード状の密度分布

が現れ，どこをどうつなげばよいかはっきりしない。これに対し

て，制御関数の制約値が 0.8 以上の場合は非常にはっきりした位

相が得られ，設計者に明確な情報を与えることができる。また，

制約値が 0.8 以上では，平均コンプライアンス値が徐々に高くな

り最適解からは外れるが，構造のシンプルさが要求され，どこか

の部材を省く必要がある場合には，このような位相が利用できる。

なお，図 5(c)（ 0.85G  ）で，(b)の解（ 0.87G  ）が得られない

のは，局所解に収束しているためと考えられる。 

図 6 は ( / )S Sm m N を 0.3，0.4，0.5，0.6 に変化させた場合の解

析結果（全体図）を示している。ただし，重力制御関数の制約値 G

は，解の平均コンプライアンス値が，制約しない場合と比較して

大きく変化しない範囲で定めている。また，図では，密度比のし

きい値は 0.3 とし，それ以下の要素は除いている（実用的にはこ

の程度のしきい値を設定すればよい）。図からわかるように，どの

Sm に対しても非常に明解な位相が得られており，本論文で示した

フィルタリング法が有効であることがわかる。なお，重力制御関

数の制約値は，まず，制約なしの場合を計算し，それから 0.05～

0.1 程度上げた値で制約すれば，平均コンプライアンス値を大きく

上げることなく，しかも鮮明な位相が得られる。 

L

/ 6L

/ 150L
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図 5 MBB はりの最適位相（ G を変化させた場合） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6 MBB はりの最適位相（ Sm を変化させた場合） 

 

4.3 密度法による解析例 

 次に，密度法におけるフィルタリングの効果を示す。密度法に

よる位相最適化に用いる有限要素としては，関口と菊池 20)が提案

している応力仮定法にもとづく 8 節点長方柱要素を採用する 12)。

また，本プログラムでは大規模計算が可能となるように連立方程

式の解法として Element-by- Element 法にもとづく前処理付共役勾

配法 21)を用いている。この方法では，通常のパソコンのメモリ

256Mbyte 内で，50 万要素程度までの解析が可能である 12)。なお，

密度法では，要素形状が等しい場合，要素剛性マトリックスの再

計算の必要がなく，共役勾配法の計算効率が非常に良い。 

 まず，4.2 節に示した MBB はりの例題をソリッド要素で解析し

た例を示す。要素分割数は 75×25×1 とし，総密度比の制約値は

0.5Sm  としている。図 7 は，フィルタリングの効果を示すため

に，重力制御関数の制約値 G を変化させた場合の結果を示してい

る。なお，3 次元問題の位相表示は複雑であるため，ここでは，

Open-GL を用いて作成したグラフィックスソフトにより結果を表

示している。このためグレースケールの表示はしていない。また，

密度比のしきい値は 0.3 としている。図からわかるようフィルタ

リングをかけない場合（ 0G  ）は，均質化設計法による解より

もさらに顕著にチェッカーボード状の密度分布が現れる。しかし，

G が，0.75 の場合は図 5 の(b)と，0.8 の場合は図 5 の(c), (d)と類似

した位相が得られている。また，総密度比 m はすべての場合で制

約値に一致している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 密度法による MBB はりの解析結果 

 

図 8 は ( / )S Sm m N を 0.3，0.4，0.5，0.6 に変化させた場合の解

析結果（全体図）を示している。ただし，重力制御関数の制約値 G

は，チェッカーボード分布がほぼ消える値に設定している。また，

図では，密度比のしきい値は 0.3 とし，それ以下の要素は除いて

いる。図において， 0.3Sm  の場合で， G と 0/C C の値が大きく

なっているのは，総密度比が小さい問題では，チェッカーボード

状の複数の要素で面的に（薄板として）剛性を高める方が構造上

(a) 0, 0.73, 0.50G G m  

0(b) 0.8, 0.87, 0.50, / 1.02G G m C C   

0(c) 0.85, 0.89, 0.50, / 1.08G G m C C   

0(d) 0.90, 0.90, 0.50, / 1.18G G m C C   

(a) 0, 0.61, 0.50G G m  

0(b) 0.75, 0.84, 0.50, / 1.04G G m C C   

0(c) 0.8, 0.88, 0.50, / 1.21G G m C C   

0(a) 0.3, 0.30, 0.85, 0.85, / 1.05Sm m G G C C    

0(b) 0.4, 0.40, 0.85, 0.87, / 1.08Sm m G G C C    

0(c) 0.5, 0.50, 0.85, 0.89, / 1.08Sm m G G C C    

0(d) 0.6, 0.60, 0.8, 0.89, / 1.03Sm m G G C C    

－ 110 － 
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有利になるため，接合部付近のチェッカーボードが消えにくいこ

とに起因する。図より，図 6 の均質化設計法の結果に比較すると

形態変化の自由度の点で劣るが，フィルタリングの効果により密

度法においてもそれなりに明確な位相が得られることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8 密度法による MBB はりの最適位相（ Sm を変化させた場合） 

 

4.4 コンクリートラーメンの解析例 

 建築的な例題として，１層コンクリートラーメンを想定した例

題を解析する。設計領域は図 9 に示すものとし，荷重は鉛直等分

布荷重と鉛直荷重の 0.2 倍の水平等分布荷重を加える。底面の支

持部は，柱脚に相当する部分（50cm×50cm）のみを完全固定とす

る。また，図の梁部分（50cm×50cm）の設計は固定し，梁を除い

た部分を設計対象とする。設計領域の寸法は図中に示すように，

アスペクト比を変化させた 3 種の場合について解析する。材料は

コンクリートとし，ヤング係数は 20.6GPa，ポアソン比は 1/6 とし

ている。解析は密度法による 3 次元解析法によって行い，それぞ

れの場合の有限要素分割数は，Case1 が 60×5×40，Case 2 が 40

×5×40，Case 3 が 40×5×60 とする。また，総密度比の制約値 Sm

は 0.2 に設定する。なお，本例題は応力分布が非対称となるため，

プログラム内で設計変数を設計領域中心の xz 面に対して対称と

なるように設定している。 

重力制御関数の制約値に関しては，0.8 から 0.1 づつ順に上げて

調査した結果，制約値 0.8 および 0.9 では，指定した制約値を満足

せず，最終解にチェッカーボード分布が見られた。これは，この

問題の場合，荷重が分布荷重であるため，構造的に面（板）構造

が現れやすいことが原因と考えられる。この対策としては， g に

関する内側ループの繰り返し回数を増やすことと，重力制御関数

の制約の影響を高めるため制約値をさらに上げることが考えられ

る。しかし，内側ループの繰り返し回数を増やすと総密度の制約

が満足されなくなるため，ここでは，後者の方法を採用し，重力

制御関数値を，実際には制約が満足されない 1.1 に設定した。 

図 10,11,12 は，Case1～Case3 について，以上の設定にしたがっ

て解析した結果を，2 次元図と透視図で示している。なお，密度

比のしきい値は 0.3 としている。これらの図からわかるように，

チェッカーボード分布が一部残っているものもあるが，重力制御

関数値の制約値を高めに設定することで，設計者に明解な情報を

与えることのできる位相が求まっている。なお，図には最適解の

総密度比と重力制御関数値が示されているが，総密度比はほぼ制

約値と一致しており，質量制約は乱されていないことがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 a  b  

Case 1 600cm 400cm 
Case 2 400cm 400cm 
Case 3 400cm 600cm 

図 9 コンクリートラーメン構造を想定した設計領域 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 コンクリートラーメンの最適位相（Case1） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11 コンクリートラーメンの最適位相（Case2） 

Design domain 

a

b

50cm

50cm

w

0.2w

fixed fixed

50cm

0.20, 0.87m G 

0.20, 0.86m G 

－ 111 － 

0(a) 0.3, 0.30, 0.9, 0.89, / 1.49Sm m G G C C    

0(b) 0.4, 0.40, 0.80, 0.86, / 1.10Sm m G G C C    

0(c) 0.5, 0.50, 0.75, 0.84, / 1.04Sm m G G C C    

0(d) 0.6, 0.60, 0.75, 0.84, / 1.02Sm m G G C C    

25



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12 コンクリートラーメンの最適位相（Case3） 

 

５．まとめ 

 本論文では，均質化設計法および密度法によって定式化された

位相最適化問題を最適性規準法を用いて解く場合に有効となるフ

ィルタリング法の提案を行った。本フィルタリング法は，要素の

周辺にソリッドまたは空隙を集中させる重力制御関数を最適化問

題の制約条件として制御するものであり，最適解に頻繁に現れる

チェッカーボード状の密度分布を防ぎ，よりシンプルで明解な位

相を求めることができる。 

本方法の有効性を MBB はりの例題を解析することによって検

討した結果，均質化設計法による 2 次元解析では，重力制御関数

値を制約することでチェッカーボード状の密度分布が消え，さら

にその制約値を高くすることによって，よりシンプルな形態が得

られることがわかった。また，密度法による 3 次元解析において

も，フィルタリングの効果は均質化設計法の場合と同様に有効で

あることがわかった。 

 次に，密度法による解法を利用して，コンクリートラーメンを

想定した例題を解析した結果，分布荷重を受ける例題では，チェ

ッカーボード状の密度分布が現れやすく，重力制御関数値の制約

と総密度比の制約を同時に満足する解が得られなかった。しかし，

このような場合でも，重力制御関数値を 1 以上の高い値に設定す

ることで，チェッカーボード状の密度分布が少ない明解な位相を

得ることができた。 
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Recently, many heuristic methods for topology optimization of structures have been proposed. However, the heuristic method has not been adopted by

general-purpose software, because there are several problems in the computational efficiency and the reliability of the solutions. In this paper, a new

heuristic method using cellular automaton (CA) and evolutionary structural optimization (ESO) is proposed for implementing to general-purpose software.

In this method, the design domain is divided in same FEM elements (cells), and in the optimization process, the elements are deleted by extended ESO

method, and the elements are generated by CAmethod. The performance of the present method is clarified by comparing with SIMP (Solid Isotropic

Material with Penalization) method under the same FEM model and the same conditions. Several numerical examples are shown in order to

demonstrate the computational efficiency and the reliability of the presentmethod.
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CA-ESO  
TOPOLOGY OPTIMIZATION OF 3D STRUCTURES 

USING CA-ESO METHOD AND VOXEL FINITE ELEMENT METHOD 
 

* ** *** 
Daiji FUJII Ryo OKABE Masatoshi MANABE 

 
Recently, topology optimization of three dimensional (3D) structures is paid attention again by the development of manufacturing technology using 3D 

printer.  Therefore, in this paper, an efficient topology optimization method for 3D structures is proposed.  In the proposed method, CA-ESO method is 

used for the topology optimization and the voxel finite element method is used for the stress analysis of 3D structures.  In this method, the design domain 

is divided in same rectangular parallelepiped elements (voxels), and in the optimization process, elements with low stress are deleted by ESO 

(Evolutionary Structural Optimization) method, and peripheral elements of the element with high stress are generated by CA (Cellular Automaton) 

method.  Also, in the voxel finite element method, the stress assumed element, CG solver, and element by element method are used.  Several numerical 

examples are shown in order to demonstrate the effectiveness of the present method for 3D structures. 
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Recently, topology optimization of three dimensional (3D) structures is paid attention again by the development of manufacturing technology using 3D 

printer.  Therefore, in this paper, an efficient topology optimization method for 3D structures is proposed. 

In the proposed method, CA-ESO method is used for the topology optimization and the voxel finite element method is used for the stress analysis of 3D 

structures.  In this method, the design domain is divided in same rectangular parallelepiped elements (voxels) (Fig.1), and in the optimization process, 

elements with low stress are deleted by ESO (Evolutionary Structural Optimization) method, and peripheral elements of the element with high stress are 

generated by CA (Cellular Automaton) method (Fig.2).  Also, in the voxel finite element method, the stress assumed element, CG solver, and element by 

element method are used.  Several numerical examples are shown in order to demonstrate the effectiveness of the present method for 3D structures.   

The results of the analysis of the numerical examples (Fig.3 Fig.14) show that because the total number of elements are reduced in the optimization 

process, the computational efficiency of the proposed method (CA-ESO) is better than SIMP method (Table 1).  Also, because the iteration method (CG 

solver) is used for solving the simultaneous equations, the optimum solutions can be obtained stably.  Furthermore, because the element by element 

method is used for CG solver, huge memory of computer for the global stiffness equation can be saved. 

The comparison of CA-ESO method and SIMP method (Fig.6, Fig.10, Fig.14) show that the compliances of the optimum solutions of CA-ESO 

method are lower than that of SIMP method in all numerical examples.  Also, the topologies of CA-ESO method are more natural than that of SIMP 

method.  Therefore, it can be seen that CA-ESO method is more useful for the architectural design than SIMP method. 
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TOPOLOGY OPTIMIZATION OF 3D STRUCTURES 

USING IMPROVED ESO METHOD 
 

* ** *** 
Yohei NIIUCHI Shinya MATSUMOTO Daiji FUJII 

 
In this paper, an improved ESO (Evolutionary Structural Optimization) method for the topology optimization of 3D structures is proposed.  In the 

proposed method, the idea of BESO method and the idea of extended ESO method are combined.  In this method, the design domain is divided in same 

eight-node brick elements (voxels), and in the optimization process, for solid element, it will be removed if the strain energy is less than the threshold value.  

This threshold value is obtained from the equation proposed in extended ESO.  This equation consists of the mean value of sensitivity number and the 

average deviation of sensitivity number with a control parameter.  In the proposed method, the evolutionary volume ratio (reduction ratio) is given as 

input data, and this control parameter is determined automatically in the program so as to satisfy the given reduction ratio approximately.  Several 

numerical examples are shown in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method for 3D structures. 

 
Keywords:  Topology optimization, ESO method, Voxel finite element method, Three dimensional structure, Computational Morphogenesis 
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In this paper, an improved ESO (Evolutionary Structural Optimization) method for the topology optimization of 3D structures is proposed.  
In the proposed method, the idea of BESO method 6,7) and the idea of extended ESO method 8,9) are combined.  In this method, the design 
domain is divided in same eight-node brick elements (voxels) 14), and in the optimization process, for solid element, it will be removed if the 
strain energy is less than the threshold value.  This threshold value is obtained from the equation proposed in extended ESO 8,9).  This 
equation consists of the mean value of sensitivity number and the average deviation of sensitivity number with a control parameter.  In the 
proposed method, the evolutionary volume ratio (reduction ratio) is given as input data, and this control parameter is determined automatically 
in the program so as to satisfy the given reduction ratio approximately. 

Three numerical examples have been shown in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method for 3D structures.  It was 
found from the results that the proposed method had the following advantages. 
(1) The parameters of optimization process are less than BESO, CA-ESO, and SIMP method.  There are only two parameters, that is the 

evolutionary volume ratio (reduction ratio) and the scale parameter minr  in the filter scheme.  Therefore, it is not necessary to do the 

preliminary analysis for setting the parameters.  In the three examples shown in this paper, the evolutionary volume ratio is all 0.1, 
and the scale parameter minr  is all Xl2  ( Xl : element’s length of X direction) .   

(2) The number of steps in the optimization process is very small compared with BESO, CA-ESO and SIMP method.  The number of steps 
is 16 in example 1 (refer to Fig.5), 22 in example 2 (refer to Fig.9), and 20 in example 3 (refer to Fig.13).  Therefore, the computational 
efficiency is much better than the other methods. 

(3) Simple designs can be obtained by the proposed method.  The topologies and compliance ratios by the proposed method are similar to 
ones obtained by SIMP and CA-ESO method.  Please refer to Fig.4 and Fig.6 for example 1, refer to Fig.8 and Fig.10 for example 2, and 
refer to Fig.12 and Fig.14 for example 3. 

It can be seen that though the proposed method is one directional method which does not have additional process of elements, the resultant 
topologies have sufficient performance to give a hint to the architectural design. 

TOPOLOGY OPTIMIZATION OF 3D STRUCTURES  
USING IMPROVED ESO METHOD

Yohei NIIUCHI＊, Shinya MATSUMOTO＊＊ and Daiji FUJII＊＊＊

＊ Grad. Stud., Graduate School of Systems Engineering, Kinki University
＊＊ Assoc. Prof., Faculty of Engineering, Kinki University, Dr.Eng.

＊＊＊ Prof., Faculty of Engineering, Kinki University, Dr.Eng.

（2015 年 10 月 8 日原稿受理，2016 年 2 月 17 日採用決定）

─ 858 ─

2019-01-16T14:41:23.101藤井大地

48



 
 
 
 

IESO  
  

COMPUTATIONAL MORPHOGENESIS OF BUILDING STRUCTURES 
USING IESO METHOD 

Natural shape of buildings which resist vertical and seismic load 

 
*1 *2 *3 

Yohei NIIUCHI Shinya MATSUMOTO Daiji FUJII 
 

Biomimetic technology (biomimetics) has recently attracted a great deal of attention in engineering field.  Also, in architecture field, as represented by 

shell structure, biomimetics has been used for a long time.  In recent years, the buildings which floors are supported by the structure such as trees or 

seaweeds have been built (Tod's Omotesando Building, Sendai Mediatheque).  On the other hand, it is conceivable that the topology optimization can be 

used for biomimetics in architecture field, because it has been observed that the shape obtained by the topology optimization is relatively close to the 

natural form.  Therefore, in this paper, several numerical examples of computational morphogenesis of building structures using IESO (Improved 

Evolutionary Structural Optimization) method are shown in order to verify the application possibility of the proposed method to the biomimetics. 
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Biomimetic technology (biomimetics) has recently attracted a great deal of attention in engineering field.  Also, in architecture field, as 
represented by shell structure, biomimetics has been used for a long time.  In recent years, the buildings which floors are supported by the 
structure such as trees or seaweeds have been built (Tod's Omotesando Building, Sendai Mediatheque).  On the other hand, it is conceivable 
that the topology optimization can be used for biomimetics in architecture field, because it has been observed that the shape obtained by the 
topology optimization is relatively close to the natural form.  Therefore, in this paper, several numerical examples of computational 
morphogenesis of building structures using IESO (Improved Evolutionary Structural Optimization) method3) are shown in order to verify the 
application possibility of the proposed method to the biomimetics. 

In IESO method, the design domain is divided in same eight-node brick elements (voxels), and in the optimization process, for solid element, 
it will be removed if the sensitivity number10) is less than the threshold value.  This threshold value is obtained from the equation proposed 
in extended ESO12,13).  This equation consists of the mean value of sensitivity number and the average deviation of sensitivity number with a 
control parameter.  In the proposed method, the evolutionary volume ratio (reduction ratio) is given as an input data, and this control 
parameter is determined automatically in the program so as to satisfy the given reduction ratio approximately.  Furthermore, in this paper, 
finishing algorithm is added to IESO.  In this algorithm, first, the converged solution obtained by IESO is input, and then, the elements 
about 5% of the total elements of design domain are added according to the rule of CA method.  Specifically, in order from the element which 
the sensitivity number is the greatest, the elements of the von Neumann neighborhood are added, and if the number of additional elements is 
greater than 5% of the total elements of design domain, this program is ended.  Finally, the calculation of IESO is executed again with the 
smaller reduction ratio than the initial analysis (about 1/5 1/10). 

Several numerical examples have been shown in order to demonstrate the effectiveness of the proposed method, and the effectiveness for 
the application to the biomimetics.  By the numerical example which is used for design competition for a new train station for Florence 
(Fig.3), it is shown that natural and simple topology can be obtained by IESO (Fig.4), and it is also shown that if the finishing algorithm is 
added to IESO, the compliance of the solution obtained by IESO is less than CA-ESO (Fig.5 8).  (It was shown in the previous paper3) that 
the compliance of the solution obtained by SIMP is greater than CA-ESO.)  In the next numerical examples, the structural morphologies 
which support the single or multi flat slab from various base support points is generated using IESO (Fig.9 18).  From these examples, it is 
shown that the structural morphologies like natural trees can be generated by IESO.   

It is concluded from these examples that IESO is one method which can be used for applying biomimetics to the building design.  
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Fig.5 Results of analysis with 2-axis symmetry condition 
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Fig.6 Results of analysis with 4-continuous pattern condition 
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Fig.5 Results of analysis with 2-axis symmetry condition 
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Fig.6 Results of analysis with 4-continuous pattern condition 
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Fig.7 Results of analysis with 2-continuous pattern condition 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.8 Results of analysis with 2-continuous pattern condition 
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Fig.9 Façade design based on the result of HL:0.2 in Fig.5 

 

 

 

 

 

 
Fig.10 Façade design based on the result of HL:1.0 in Fig.5  

 

 

 

 

 

 

Fig.11 Façade design based on the result of HL:0.2 in Fig.6 

 

 

 

 

 

 

Fig.12 Façade design based on the result of HL:1.0 in Fig.6 

 

 

 

 

 

 

Fig.13 Façade design based on the result of HL:0.2 in Fig.7 

 

 

 

 

 

 

Fig.14 Façade design based on the result of HL:1.0 in Fig.7 

 

 

 
 
 
 

Fig.15 Façade design based on the result of HL:0.2 in Fig.8 
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Fig.16 Façade design based on the result of HL:1.0 in Fig.8 
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Recently, buildings or its components are starting to be constructed by 3D printer1).  In the near future, if such 
technology progress, buildings with various forms will be constructed.  On the other hand, topology optimization method 
(software) is becoming widespread as a method to create a structural form with mechanical rationality.  Also, topology 
optimization method has high compatibility with digital fabrication technology, and this method is adaptive for developing 
new form of buildings or its components5). 

In this paper, we focus on façade design of buildings used prefabricated walls, and we propose a method to design the 
prefabricated wall using topology optimization method.  In this method, artificial design elements are added to the 
topology optimization method.  In this paper, 2-axis symmetry and continuous pattern conditions are adopted as the 
artificial design elements.  IESO (Improved Evolutionary Structural Optimization) method2,3) is used for the topology 
optimization method.  IESO method is improvement of initial ESO method9), and in this method, benefits of BESO6), 
Extended ESO7), and CA-ESO8) methods are combined.   
  In section 2, the outline of IESO method is shown.  In this method, the design domain is divided in same eight-node 
brick elements (voxels), and in the optimization process, for solid element, it will be removed if the sensitivity number is less 
than the threshold value.  This threshold value is obtained from the equation which consists of the mean value of 
sensitivity number and the average deviation of sensitivity number with a control parameter.  In this method, the 
evolutionary volume ratio (reduction ratio) is given as an input data, and this control parameter is determined 
automatically in the program so as to satisfy the given reduction ratio approximately.  Furthermore, in this method, 
finishing algorithm is added.  In this algorithm, first, the converged solution obtained by IESO is input, and then, the 
elements about 5% of the total elements of design domain are added according to the rule of CA method.  And the 
calculation of IESO is executed again with the smaller reduction ratio than the initial analysis (about 1/5 1/10). 
  In section 3, the methods for adding the artificial design elements (2-axis symmetry and continuous pattern conditions) 
are shown.  Also, the finishing algorithm is improved.  In the new algorithm, if the sensitivity numbers of elements are 
greater than the average, the elements of the von Neumann neighborhood are added.  This finishing algorithm is repeated 
until a clear solution is obtained. 
  In section 4, the numerical examples of computational morphogenesis of prefabricated wall are shown in order to verify 
the application possibility of the proposed method to the façade design of buildings used prefabricated walls.  Fig.5, 6 show 
the results of analysis with 2-axis symmetry condition.  Fig.7, 8 show the results of analysis with 4-continuous pattern 
condition.  Fig.9, 10 show the results of analysis with 2-continuous pattern condition.  Fig.11 16 show the façade design 
image of buildings using the results obtained Fig.5 10. 

It is concluded from these numerical examples as follows. 
(1)  In the voxel finite element method, it is easy to give the 2-axis symmetry condition or the continuous pattern 

condition, because the arrangement of the elements (voxels) is uniform. 
(2)  The clear and simple solutions can be obtained by application of the improved finishing algorithm. 
(3)  The solutions with more robust form can be obtained by addition of the 2-axis symmetry condition or the 

continuous pattern condition. 
(4)  Façade designs created from the solutions are not uncomfortable even if these are used for apartment houses in 

urban areas. 

COMPUTATIONAL MORPHOGENESIS OF BUILDING STRUCTURES  
USING IESO METHOD
Application to façade design
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第２章

グランドストラクチャ法を用いた

建築構造の形態創生

研究業績（論文）



構造工学論文集 Vol.46B（2000 年 3 月）                        日本建築学会 

 

 
 

グランドストラクチャー法による骨組構造物の位相最適化 

Topology optimization of frame structure using the ground structure approach 
 

 

 

藤井大地*1，松本慎也*2，藤谷義信*3，菊池 昇*4 

Daiji FUJII, Shinya MATSUMOTO, Yoshinobu FUJITANI, Noboru KIKUCHI 
 

In this paper, a topology optimization method of frame structure using the ground structure approach is shown.  

In this method, the finite element with the spring for bending in both edges, is used.  By using this element, it is 

possible to analyze rigid frame, truss, and semi-rigid frame.  In the ground structure approach for topology 

design, the problem which minimizes the compliance (maximizes the stiffness) for a given total mass of the 

structure is solved.  In this paper, the SLP method with move limit is used to solve this optimization problem, 

and the method for removing the members which have relatively small cross section from the optimum solution is 

shown.  The effectiveness of this method is demonstrated by some numerical examples. 

 

Keywords : ground structure approach, topology optimization, finite element method, frame 

structure, SLP method 

グランドストラクチャー法，位相最適化，有限要素法，骨組構造，逐次線形計画法 

 

１．はじめに 

近年，構造物の最適な位相（Topology）を求める様々な

方法が提案されているが，実際の設計ツールとしては，

Bendsøe and Kikuchi1)，Suzuki and Kikuchi2)によって提案さ

れた均質化設計法か，この方法と同様に構造物の質量制約

のもとでコンプライアンスを最小化（剛性を最大化）する

グランドストラクチャー法 3),4)が，実用化されつつある。

均質化設計法は，拡張された領域の材料のミクロ構造を最

適化することによって構造物の最適位相を求める方法で

あるのに対して，グランドストラクチャー法は，拡張され

た領域に適当な数の節点を配置し，これらの節点間を可能

な限りの要素で結んだグランドストラクチャーから，要素

断面積の最適化によって構造物の最適位相を見つけだす

方法である。グランドストラクチャー法では，配置した節

点に位相・形状が依存するため，均質化設計法のような滑

らかな位相・形状を得ることは難しいが，トラスや骨組構

造の位相を求める場合は，得られた位相をそのまま設計に

利用できる利点がある。 

 以上の２つの方法以外にも，トラス構造の最適位相を求

める方法として，遺伝的アルゴリズムを用いる方法 5)やセ

ル・オートマトン法 6),7)を用いる方法が研究されている。

これらの方法では，感度解析を必要としないため，規格部

材を配置して試行錯誤で最適な位相を求める実際の設計

と適合しているという利点がある。しかしながら，これら

の方法で最適解が得られるのは，高々数十の設計変数の問

題で，数百，数千の設計変数となる 3次元大規模問題への

適用は困難である。これに対して，グランドストラクチャ

ー法では，節点数が増えるにしたがって，グランドストラ

クチャーの要素数は非常に膨大になるが，コンプライアン

スを目的関数にした場合，要素断面積に関する感度が，そ

の要素の剛性マトリックスの微分から求まるため，感度解

析が非常に容易であり，計算効率も良い。したがって，こ

の方法によれば3次元大規模問題の位相を求めることも可

能である。 

本論文では，部材の最大断面積を設定し，構造物の総質

量制約のもとでコンプライアンスを最小化するグランド

*1 広島大学工学部第四類建設構造工学 助手・博士（工学） Research Assoc., Dept. of Structural Engineering, Hiroshima Univ., Dr. Eng. 

*2 広島大学大学院工学研究科構造工学専攻 大学院生・修士（工学） Graduate Student, Dept. of Structural Engineering, Hiroshima Univ., M. Eng. 

*3 広島大学工学部第四類建設構造工学 教授・工学博士 Professor, Dept. of Structural Engineering, Hiroshima Univ., Dr. Eng. 

*4 The University of Michigan, 教授・PHD Professor, Dept. of Mechanical Eng. and Applied Mech., PHD. 
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ストラクチャー法を示す。また，実際の設計に適用させる

ため，最適解がなるべく最大断面積の部材で構成されるよ

うに，連続体の位相最適化手法の一つである密度法 3),9),10)

で用いられている方法を適用する。この方法では，中間的

な断面積を有する部材剛性にペナルティーが課せられ，最

適解において中間的な太さをもつ部材や細い部材が除か

れる。また，本論文では，この方法をトラス構造だけでな

く，剛接骨組や半剛接骨組にも適用できるように，はり要

素の両端に曲げバネを付加した要素を用いる。なお，すべ

ての要素は，中実円断面とし，断面二次モーメントは断面

積の関数として表す。最適化問題の解法としては，SLP 法

（逐次線形計画法）を用いる。SLP 法は，OC 法（最適性

規準法）に比較して収束性が遅い等のデメリットがあるが，

ロバスト性が高く一般のユーザーに扱いやすいため，ここ

ではこの方法を採用した。SLP 法における設計変数のムー

ブリミットの設定法としては，著者らが均質化設計法で提

案した方法 8)を用いる。 

以下，本論文第 2 章では，グランドストラクチャーの解

析に用いる有限要素の要素剛性マトリックスの導出を示

す。第 3 章では，グランドストラクチャー法による位相最

適化問題の定式化と SLP 法による解法について示す。また，

中間的な太さの部材剛性にペナルティーを課す方法，およ

びムーブリミットの設定法についても示す。第 4 章では，

数値解析例を示し，均質化設計法による解との比較により，

本方法の有効性を検討する。また，建築骨組，シェル構造

への応用例を示し，建築構造物への適用を検討する。第 5

章では以上のまとめを述べる。 

 

 

２．要素剛性マトリックスの導出 

グランドストラクチャーを構成する要素は，中実円断面

のはり要素とし，図1に示すように，このはり要素の両端

には接合部の剛性を評価するための曲げバネが付加され

ているものとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 材端に曲げバネを有するはり要素 

 

はり要素の y 方向の変位v を x に関する3次式で仮定す

ると，節点 pq 間のはり要素の剛性方程式は次式で表され

る 11)。 
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る。ただし， z 軸は紙面手前方向（直交右手座標系）に定

義されているものとする。 

一方，節点 ip qj, 間の曲げバネに関する剛性方程式は次

式で表される。 
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ここに，K KRz
i

Rz
j, は曲げバネの剛性である。 

 (1)式と(2)式を重ね合わせると， 
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ただし，要素内には外力がないものとする。上式の節点力

が0となる行を取り出すと， 
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それ以外の行を取り出すと， 
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 (5) 

(4)式を解いて，(5)式に代入すれば， p q, 節点の自由度を

縮約できる。 

 縮約を行う前に，曲げバネ剛性を次式のようにパラメー

タで表示する。 

l

i p q j
y

x

K R z
i K R z

j

z
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上式を(4)式に代入して，解くと次式となる。 
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(6)，(7)式を(5)式に代入すると次式の縮約された剛性方程

式が得られる。 
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ここに， 
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(9)式は， z
i

z
j  1の場合(1)式と一致し，剛接の剛性方

程式となる。また， z
i

z
j  0 の場合は，剛性マトリッ

クスのすべての成分が 0 となる。 

y 軸まわりの曲げ問題についても同様に導くことがで

き，(10)式の kzij の z を y に換えた式を k yij と表すと， y 軸

まわりの縮約された剛性方程式は次式のように表される。 
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ただし， ,i jw w は z 軸方向のたわみ， ,yi yj  は y 軸まわり

の回転角（右ねじ方向が正）を表す。 

さらに，x 軸方向の変形と x 軸まわりのねじり変形を考

慮すると，立体骨組の剛性マトリックスと節点変位ベクト

ルは次のようになる。 
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ここに，u ui j, は節点 i j, の x 軸方向変位， xi xj, は x 軸ま

わりのねじり角である。また， k kP T, は， 

k
EA

l
k

GK

lP T ,  (13) 

ただし， A は断面積，G はせん断弾性係数，K はサンブ

ナンのねじり定数である。なお，トラスの解析では，

0i j i j
z z y y       とし，すべての回転自由度を拘束す

る。この場合，(12)式の剛性マトリックスでは， x 軸方向

の剛性のみが残る。 

(12)式は要素の座標系で定義されたものであるから，こ

れを次式により全体座標系に変換する必要がある。 

k T k T
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ここに， 
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ただし，l m nx x x, , は要素 x 軸の全体座標軸に対する方向余

弦である。 l m ny y z, , , についても同様。 

 (14)式を次章のグランドストラクチャーの解析に用いる

有限要素とする。 

 

 

３．グランドストラクチャー法による位相最適化 

3.1 最適化問題の定式化 
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グランドストラクチャーは，与えられた領域に適当な数

の節点を配置し，この節点間を可能な限り多くの要素で連

結した骨組（トラス）構造を意味する。例えば，図 2(a)の

ような節点を与えた場合，図 2(b)のようなグランドストラ

クチャーが得られる。ただし，ブレースの配置計画等では，

すべての節点を連結する必要はなく，図 2(c)のようなグラ

ンドストラクチャーにより解析を行うことも考えられる 4)。 

グランドストラクチャー法による位相最適化では，グラ

ンドストラクチャーの要素断面積を設計変数とした最適

化問題を解くことにより最適な位相を求める。ここでは，

グランドストラクチャーの要素断面を中実円断面として

いるので，断面積，断面二次モーメント，サンブナンねじ

り定数は次式となる。 

A
D

I I
D A

K
D A

y z     
 






2 4 2 4 2

4 64 4 32 2
, ,  (16) 

ただし，D は円断面の直径である。 

 本論文では，要素の断面積を直接設計変数とするのでは

なく，要素断面積に最大値を設定し，次式のように置くこ

とにより， 

A A i Ni i i    ( ) , ( , , , )max1 0 1 1 2    (17) 

 i を位相最適化問題の設計変数とする。ただし， N はグ

ランドストラクチャーの要素数，Amax は最大断面積，Ai は

i 番目要素の断面積である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 グランドストラクチャー 

 

位相最適化問題の目的は，平均コンプライアンス（外力

のなす仕事量）の最小化（剛性の最大化）とし，構造物の

体積制約（総質量一定）を課すものとする。以上の問題を

定式化すると次式のようになる。 
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ここに，C は平均コンプライアンス，{ }U は節点変位ベク

トル，{ }F は外力ベクトル，[ ]K は全体剛性マトリックス，

V は体積，V は体積制約値である。 

3.2 SLP法による解析法 

 (18)式の問題を SLP 法によって解く。(18)式の目的関数

と制約条件を，既知量{ } k のまわりでテーラー展開し，

線形項のみをとると， 
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ただし，[ ]{ } { }K U F より， 

        0
i i

K U
U K

 
 

 
 

 (20) 

が成り立つので， 
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ここに，[ ], { }k di i はi 番目要素の剛性マトリックスと節点

変位ベクトルである。このようにコンプライアンスを目的

関数にすると，感度計算を要素レベルで行えるため計算効

率上非常に有利である。 

(19)式は，次式のように設計変数の増分量を求める線形

計画問題になる。 
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(22)式の問題はシンプレックス法により解ける。(22)式の

計算を，得られた最適解を用いて{ } { } { } k k  1  と

して更新しつつ， i ( i N 1, , )が，すべて十分小さく

なるまで繰り返し行う。 

3.3 ムーブリミットの設定と体積制約の緩和 

(22)式の  は設計変数の増分量の上下限値を設定する

ものでムーブリミットと呼ばれる。SLP 法では，この

ムーブリミットの設定が重要となる。ここでは，著者

らが文献 8)に示した方法を用いる。この方法では，設

計変数のムーブリミットを次式のように設定する。 

     i i i  (23) 

ただし， は定数である。(23)式は， i が 0 に近づくに

したがって，ムーブリミットを小さくする設定である。

さらに，次式の変数変換を行う。 




~ , ~


  i
i

i
i   0 2  (24) 

ここで， は，初期値を0.5とし，30ステップまでは / .105n

（n :ステップ数），30 ステップ以上では / . / .105 1130 30n で

絞り込みを行う。そして， i  ( , , )i N 1 が 1/400 以下

となった場合に収束と見なす。 

最適解への収束を促すもう一つの有効な方法として，繰

り返し計算初期の段階における制約条件を緩和する 8)。こ

の方法では，体積制約値を次式のようにおく。 

V V
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n
V V
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I
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L
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O
QPP

* *and1 2 1
1

 (25) 

ここに，V は緩和された体積制約値，V * は与えられた体

積制約値，n は最適化のステップ数，ns は緩和を行う最終

ステップ数である。本論文では，ns  10とする。 

3.4 中間的な太さの部材剛性へのペナルティー 

グランドストラクチャー法は，要素の断面積を連続的に

増減させて最適位相を求めるもので，問題によっては最適

解に実際には使用できないような中間的な太さの要素が

多く残る場合がある。そこで，本論文では，連続体の位相

最適化手法の一つである密度法 3),9),10)で用いられている方

法を利用して，中間的太さの部材剛性にペナルティーを課

す。すなわち，コンプライアンス計算に用いる断面積を次

式で評価する。 

A A i Ni i
p

i    ( ) , ( , , , )max1 0 1 1 2    (26) 

ここに，pはべき乗であり，p が 1 以上になると中間的太

さの部材剛性がより低く評価される。ただし，体積計算に

は p を用いない。 

(26)式の設定により，各断面定数の感度は次式となる。 
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 (27) 

以上を用いて(20)式の感度計算を行う。 

 

 

４．数値解析例 

4.1 均質化設計法による解との比較 

以上に示した方法の有効性を確かめるために，まず，連

続体の位相最適化手法である均質化設計法による解との

比較を行う。均質化設計法の解としては，著者らが開発し

た SLP 法を用いた均質化設計法 8)の解析結果を用いる。要

素間の接合条件はピン接合とし，(10)式の z
i

z
j, 等はすべ

て 0 とする。また，回転の自由度は除く。 

設計変数の初期値は，全要素で同じ値 ( ) 0 とし，次式

で与えるものとする。 

 0

1

1 
F
HG

I
KJ 

L l ri
i

N

 (28) 

ここに， li は i 番目要素の長さ， Lは解析領域の周辺長さ

の 1/2， r は倍率である。また，要素の初期断面積はすべ

て ( ) max1 0 A とし，体積の制約値は次式で与える。 

V A li
i

N
*

max 

 1 0

1

d i  (29) 

以上の設定は，最適解において，Amax の断面積をもつ要素

の総長さが rL程度になるという設定である。したがって，

r を大きくすれば複雑な位相となり， r を小さくすれば単

純な位相となる。 

グランドストラクチャーの作り方としては，節点間のす

べての可能な連結を考え，ただし，重なる要素に関しては，

要素長さの短い方を優先的に残す方法で作成する。なお，

グランドストラクチャーには様々なものが考えられ，建築

構造物等では，最小要素長さを定めて，それ以上長い要素

は最初から除くことも考えられる。 

 最初の例題として，図 4 に示す片持平板の位相最適化問

題を解く。解析は対称性を利用して 1/2 領域で行い，節点

数は 102 とした。(26)式の pは 1.2，(28)式の Lは 21cm，r

は 5 とした。図 5(a)は本解析結果を示したものである。ま

た，図 5(b)は，比較のため均質化設計法の解析結果 8)を示

したものである。図より，グランドストラクチャー法の結

果は，均質化設計法の結果によく似た位相となっているこ

とがわかる。 

 次に，図 6 に示す MBB と呼ばれる梁の解析を行う。解

析は対称性を利用して 1/2 領域で行い，節点数は 96 とし

た。(26)式の p は 1.15，(28)式の Lは 100cm，r は 7 とした。
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図 7(a)は本解析結果を，(b)は均質化設計法による結果を示

している。図より，この場合もグランドストラクチャー法

の結果は，均質化設計法の結果によく似た位相となってい

ることがわかる。 

 以上の2例の解析結果により，本論文で開発したプログ

ラムが有効であることが確かめられた。なお，以上の2例

では，均質化設計法では1点集中荷重ではなく3点での荷

重となっていることや，図 6 の境界条件も若干異なってい

ることを付記しておく。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 解析モデルと節点配置 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 解析結果の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6 MBB 梁の解析モデルと節点配置 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 解析結果の比較 

 

4.2 骨組構造の位相最適化 

次に建築物を想定したグランドストラクチャーの位相

最適化解析例を示す。 

図 8 はスパン長 6m，階高 4m の 6 スパン10層の建物構

面を想定したグランドストラクチャーである。ここでは，

水平，鉛直方向の要素は両端剛接とし，斜材はピン接合ま

たは半剛接とする。荷重は，Ai 分布の水平力を各層の節点

に均等に加える。なお，鉛直荷重を加えると位相が非対称

となるため，荷重は水平力のみとした。解析は対称性を利

用して1/2領域で行い，(26)式の pは1.2，(28)式の Lは58m，

r は 5 とした。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8 建物構面を想定したグランドストラクチャー 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

斜材ピン接（ 0z  ） 斜材半剛接（ 0.5z  ） 

図 9 解析結果 

 

図 9 は斜材の接合をピン接合（ z  0 ）にした場合と半

剛接合（ z  05. ）にした場合の結果である。図より，斜

(a) ｸﾞﾗﾝﾄﾞｽﾄﾗｸﾁｬｰ法による解 

(b) 均質化設計法による解 8) 

(b) 均質化設計法による解 8) 

(a) ｸﾞﾗﾝﾄﾞｽﾄﾗｸﾁｬｰ法による解 

16cm

10cm

25cm

150cm
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材がピン接合の場合は，斜材はあまり用いられないが，斜

材の接合部が剛性をもつと斜材がかなり用いられること

がわかる。 

 図 10 は，同じ荷重・境界条件で，すべての要素を用い

たグランドストラクチャーにより最適位相を求めた結果

である。ただし，この場合は，斜材はすべてピン接合とし，

(26)式の p は 1.1，r は 6 とした。このような位相は建築の

デザインコンセプトにも利用できると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 グランドストラクチャーと解析結果 

 

4.3 シェル構造の位相最適化 

3 次元問題の例題として，図 11 に示す矩形格子シェル

のグランドストラクチャーの解析を行う。境界平面の一辺

の長さは 30m，解析は対称性を利用して 1/4 領域で行う。

また，各節点の高さ座標は次式によって定める 12)。 

z
a

x a y a a   
6

15
4

2 2 2 2( )( ),  (30) 

要素の接合は，x y, 軸に平行な要素は剛接，斜材はピン接，

または半剛接とした。荷重は，全節点に鉛直下方の均等荷

重を加えた。境界条件は，周辺固定支持とした。(26)式の p

は 1.1，(28)式の Lは 36m， r は 7 とした。 

 図 12(a),(b)は，それぞれ斜材の接合をピン接合にした場

合と，半剛接合にした場合の結果を示している。斜材の接

合形式が半剛接になると，ピン接に比較して位相が変化す

ることがわかる。このような位相は，補強計画，ブレース

の配置計画等に利用できると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11 矩形シェルのグランドストラクチャー 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 斜材をピン接合にした場合の結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 斜材を半剛接合（ y z  0 5. ）にした場合の結果 

図 12 解析結果 

 

 

５．まとめ 

本論文では，質量制約のもとでコンプライアンスを最小

化するグランドストラクチャー法を用いた骨組構造物の

位相最適化法を示した。本方法の特徴は，要素間の接合形

式をピン接合だけでなく，剛接，あるいは半剛接合として

扱える点にある。また，最適化問題の解法としては SLP

法を用い，ムーブリミットの設定法，および制約条件の緩

和により最適解への収束を促す方法を示した。さらに，最

適解に実際には使用しないような細い部材が多く残らな

いように，中間的太さの部材剛性にペナルティーを課す方

法を示した。 

まず，本方法の有効性を，均質化設計法による解との比

較により検討した。その結果，本解析結果は，均質化設計

法による解とほぼ同様の位相が得られ，本方法の有効性が

確かめられた。 

次に，建築骨組への適用例として，6 スパン 10 層建物

構面の位相最適化を行った。この例題では，柱，梁は剛接

とし，斜材をピン接，あるいは半剛接に設定して解析した。

その結果，斜材を半剛接とすると，最適位相により多くの

斜材が使われることがわかった。また，通常のグランドス

x

y
z
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トラクチャー（ただし，鉛直部材と水平部材は剛接，斜材

はピン接）を用いた位相最適化も行い，その結果からデザ

インコンセプト等への利用の可能性が示された。 

3 次元構造物への適用例として，矩形シェル構造の解析

を行った。この場合も直交部材は剛接とし，斜材はピン接

または半剛接とした。解析結果より，斜材を半剛接にする

と，位相がかなり変化することがわかった。また，位相も

明確なものが得られ，本方法が構造物の補強計画あるいは

ブレースの配置計画等に利用できることが確かめられた。 

また，本論文の解析例の計算時間は，プロセッサが

Pentium 233MHz の通常のパソコンで，最長 2 分 20 秒（図

4，102 節点の場合）であった。したがって，本方法では，

かなり大規模の問題まで解析が可能であると考えられる。 
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1 ．は じめに

　構造物 の 位 相最適化 問題 の 解法 として は，こ れ まで 最適 性規準

法 （OC 法）や 逐 次 線形 計 画 法 （SLP 法）な ど が 多 く用い られ て き

たが D 8），最近，最適化 問題 の 解法 と して，CONLIN と 呼ば れ る

最適化手 法が 注 目 されて い る。CONLIN は ， 1986年 に Fleury　and

Braibant9）に よ っ て 提案 され た 方法で ，局所 的に 凸 関数条件を満足

させ る ため に ，目的 関数 お よび制約 条件 を，既知 の 設計 変数の 近

傍で，感度係 数が 正 で あれ ば設 計変数で ，感度係数 が負 で あれ ば

設計変 数の 逆数で テ
ー

ラ
ー

展 開 して 解 く方法 で あ る。ま た ，本方

法 で は，制 約条件 にラ グラン ジ ェ 乗 数 を掛け て 目的関数 に加 える

ラ グラ ン ジェ 関 数を定義 し，ラ グ ラ ン ジ ェ 未 定乗数 を設 計変数 と

す る双 対問題 を解 くこ とに よ り計算効率 の 改善 を 図 っ て い る。そ

の 後，Fle田 yl
°｝
は，こ の 方法 をさらに発展 させ ，よ りロ バ ス ト性 の

高 い もの に 改良 して い る 。 ま た ，こ の 方 法は，Beckersi：｝’i2，
に よ っ

て，グ ラ ン ドス トラ ク チ ャ
ー

法 に よ る トラ ス 構造 の 位相最適化 や，

離散最 適化 問題 と して 定式化 された 連続 体の 位 相最適化 に 適用 さ

れ て い る。し か しなが ら，これ らの 論 文で は，従来 の   法 や SLP

法 との 比 較が 行わ れ て い な い た め，CONLIN が 従 来 の 方法 と比較

して ，どの 程度優れ た 方 法 であ るか が 明確 で な い 。

　 そ こ で ，本 論文 で は．位相最適化 問題 に お け る CONLIN の 性 能

評価 を行 うた めに，骨組構造 （トラス 構 造 を含 む） の 位 相最 適化

問題 を対象 と して，CONLIN と従来の OC 法お よび SLP 法 との 比

較 を行 う。なお，位相 最適化 問題 と して ，骨組 構造 の 位相最 適化

を選 択す る の は，連続 体に 比 較 して骨組 構造 の 解析 理論 は 簡単で，

追試 しやす い か らで ある。ま た ，トラス 構 造だ けで な く骨組 構造

を対象 としたの は，よ り非線形性 の 強い 最 適化問題 に対す る性能

を評価す る ためで ある。

　 トラス ・骨 組構造 の 最適位相 は，一
般 に 与 え られ た 設 計領域 に

適 当に 節点 を配置 し，こ れ らの 節 点間 を可 能性 の あ るす べ て の 部

材 で連結し た グラ ン ドス トラ ク チ ャ
ー

か ら不必 要 な部材を 除い て

い くこ とによ っ て 求め られ る。こ の 問題 は，本来，離散 最適化 問

題 で あ るた め，GA 等の ヒ ュ
ーリス テ ィ ッ ク な方法で 解か れ る場合

も あ るが
13）、18〕，要 素 数 の 多い 問 題 で は ，各 部 材 の 断 面 積 を 設 計 変

数 と し，部材 の 総 体積 を制約 条件 と して 構造物 の 剛性 を最大化す

る 最適化 問題 として 解 く方法 が一般 的で あ る
3L19 ）

〜21）。著者 ら
22 ）

も，後者の 方法 で，トラ ス 構 造だ け で な く，接合 部の 剛性 を ピ ン

接か ら剛接ま で 任 意の 剛性 と して 扱え る 半剛接骨 組 の位相最適化

問題 を SLP 法に よ っ て 解 く方法 を示 して い る。

　本論文 で は ，文 献 10）を参 考 に して，CONLIN の プ ロ グ ラ ム を 作

成 し，文 献 22）に示 した 骨 組 構 造 の位 相 最適化 手 法 に適 用 す る。そ

して，文 献 22）に 用 い てい る SLP 法 お よ び 文 献 8）に 示 した 最適 性

規準法 を適 用 し た プ ロ グ ラム も同時に 作成 し，CONLIN を適用 し

’
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た場合との比較検討を行う。 

以下，本論文第 2 章では，最適化手法 CONLIN の理論の概要を

示す。第 3 章では，グランドストラクチャー法による骨組構造の

位相最適化手法について概説し，CONLIN，SLP，OC 法による解

法について述べる。第 4 章では，トラスおよび骨組構造の例題に

より，CONLIN の性能を評価する。最終第 5 章では，第 4 章で得

られた知見をまとめて結論を導く。 

 

２．CONLIN による最適化問題の解法 

 ここでは，文献 10)に示される定式化をフォローし，著者らがプ

ログラムの開発に実際に用いた定式化を示している。諸式は，文

献 10)にしたがっているが，理解しやすいように補足し，誤りと思

われる式を修正している。また，2.3 節に示す解法は，増分を用い

ている点で文献 10)とは若干異なる。 

2.1 CONLIN による最適化問題の定式化 

 一般的な最適化問題を次式で表す。 

 
   

 

0min

subject to 0 1, ,

1, ,

j

i i i

c

c j m

x x x i n

 

  

x

x 



 (1) 

ここに，  1, , Nx xx  は設計変数，  0c x は目的関数，    1jc j x

は制約条件， ,i ix x は設計変数 ix の下限値と上限値を表す。ただし，

ここでは， 0ix  とする。 

Fleury9),10)の提案している方法は，(1)式の目的関数および制約条

件を次式のように設計変数 kx 点に関して Taylor 展開する。 

     
 

 

   
 

0

2

0

1 1

k
j

i

k
j

i

k
jk k

j j i i
ic

x

k
jk

i k
i i ic

x

c
c c x x

x

c
x

x x x












 



  
    





x

x

x
x x

x



 (2) 

ここに， 0,1, ,j m  であり，右辺第 2 項は ix に関する Taylor 展

開の 1 次項，第 3 項は 1/ ix に関する Taylor 展開の 1 次項である。 

 さらに，数値計算誤差を小さくするために，(2)式の設計変数に

次式のようなスケーリングをかける。 

    1
k k

j ji
i k k

i i i i

c cx
x

x x x x

 
  

 

x x



 (3) 

(3)式の関係を(2)式に代入すると， 

     
 

   
 

0 0

1
1 1

k k
j j

i i

k k
j jk

j j i
i i ic c

x x

c c
c c x

x x x 
 

 

   
       
 
x x

x x
x x

 


  

 (4) 

(4)式を用いて(1)式を書き直すと， 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

0 0

0 0

0

0 0

0 0

1
min

subject to

1
1, ,

1, ,

k k

i i

k k
j j

i i

k k

i
i i ic c

x x

k k
j j

i j
i i ic c

x x

i i
ik k

i i

c c
x c

x x x

c c
x c j m

x x x

x x
x i n

x x

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

  

 

 

x x

x x

x x

x x

 

 


  

 
  

 

 (5) 

 

ただし， 

   
 

 
 

   

0 0

( 0, , )

k k
j j

i i

k k
j jk

j j
i ic c

x x

k
j k k

i j
i i

c c
c c

x x

c
x c j m

x

 
 

 

 
   

 


  



 



x x

x x
x

x
x

 

 



 (6) 

2.2 双対法（Dual method）の適用 

 (5)式を簡単のため次式のように表しておく。 

 

 

0 0
0

1
min

1
subject to 0 1, ,

1, ,

i
i i i

j j
i j

i i i

i i i

c c
x c

x x x

c c
x c j m

x x x

x x x i n

 

 

 
 

 
 

   
 

  

 

  



 (7) 

(7)式はラグランジェ双対定理 23),24)により，次のような問題に置き

換えることができる。 

 max

subject to 0 ( 0, , )j

l

r j m 

r


 (8) 

ここに， 

   min ,
i i ix x x

l L
 

r x r  (9) 

ただし， 

 
0

1
,

m
j j

j i j
j i i i

c c
L r x c

x x x  

  
     
  x r  (10) 

ここで， jr はラグランジェ乗数で，目的関数にはラグランジェ乗

数はかからないので， 0 1r  である。したがって，(7)式は，(8)式

と(9)式の２つ問題として解くことができる。 

 まず，(9)式は，変数 ix に関する最適化問題であるが，これは n

個の個別の問題として解くことができる。すなわち，(9)式は次の

ように書ける。 

     
1

min ,
i i i

n
r

i i
x x x

i

l L x c
 



   
 
r r r  (11) 

ここに， 

   
0 0 0

1
, ,

m m m
j j r

i i j i j j j
j j ji i i

c c
L x r x r c r c

x x x   

    
         
  r r  (12) 

ただし，    ,
 

は，括弧内が＋または－の場合のみ採用される

ことを意味する。したがって，(11)式は次のような最適化問題とな

る。 

 min

subject to ( 1, , )

i
i i i i

i

i i i

b
L x a x

x

x x x i n

 

   
 (13) 

ここに， 

0 0

0, 0
m m

j j
i j i j

j ji i

c c
a r b r

x x  

    
           
   (14) 

したがって，(13)式の解は次式から求まる。 

 
2 0i i i

i
i i

L x b
a

x x


  


 (15) 

すなわち， 

1

2
i

i
i

b
x

a

 
  
 

 2 2if i
i i

i

b
x x

a
   (16) 
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i ix x   2if i
i

i

b
x

a
  (17) 

i ix x   2if i
i

i

b
x

a
  (18) 

ただし， 0ia  の場合は， 0ib  ならば i ix x ， 0ib  ならば i ix x

とする。 

(16)～(18)式によって， ix は r の関数として表せたことになる。

したがって，(16)～(18)式の解を用いて，(8)式は次式のように表さ

れる。 

     0

1
max

subject to 0 ( 0, , )

m
j j

j i j
j i i i

j

c c
l r x c

x x x

r j m

  

  
      

 

  r r
r


 (19) 

(19)式の問題を逐次 2 次計画法で解く。逐次 2 次計画法では，設

計変数に関する 1 階微分と 2 階微分が必要となるが，まず，(19)

式の目的関数 l の jr に関する 1 階微分は次式となる。 

  1j j
j i j

j i i i

c cdl
g x c

dr x x x 

 
   

  
r

 (20) 

ただし 1j  。また，2 階微分は次式となる。 

2

2

1j j ji i
jk

j k k i k i ki

dg c cdx dxd l
H

dr dr dr x dr x drx 

 
   

    (21) 

ただし 1k  。ここで，(16)～(18)式により， 

21

2

2

1

2 2

i i i i
i i i

i i k k k k

k i i ii

db da db da
a b x

dx b dr dr dr dr

dr a x aa


        
  
 
 

 2 2if i
i i

i

b
x x

a
   (22) 

0i

k

dx

dr
  2if i

i
i

b
x

a
  (23) 

0i

k

dx

dr
  2if i

i
i

b
x

a
  (24) 

また，(14)式より， 

,i k i k

k i k i

da c db c

dr x dr x
 

    
         

 (25) 

であるから，(22)式は， 

2
i i k

k i i

dx x c

dr a x


 


 if 0k

i

c

x





 (26) 

1

2
i k

k i i i

dx c

dr x a x


 


 if 0k

i

c

x





 (27) 

(26),(27)式を(21)式に代入すると，最終的に次式が得られる。 

1 1

2
j jk i k

jk
i i i i i i i

c cc x c
H

x x a x x x a 

   
       

   if 0,k
i i i

i

c
x x x

x


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
 

3

1 1 1

2
j jk k

jk
i i i i i i i i

c cc c
H

x x x a x x x a 

   
        

  if 0,k
i i i

i

c
x x x

x


  


 

 (28),(29) 

2.3 逐次２次計画法による解法 

 (19)式を逐次 2 次計画法で解くことを考える。まず，設計変数 jr

の更新式を次式のように置く。 

1 ( 1, , )k k
j j jr r r j m       (30) 

(19)式の  l r を k
jr に関してテーラー展開し 2 次項まで採用すると， 

   1

1 1 1

1

2

m m m
k k

j j jk j k
j j k

l l g r H r r

  

      r r  (31) 

(31)式をベクトル・マトリックス表示すると， 

   1 1

2
k k T Tl l      r r r g r H r  (32) 

したがって，(19)式は次式の問題を逐次解くことになる。 

  1
max

2

subject to 0 ( 1, , )

T T

k
j j

q

r r j m

     

   

r r g r H r


 (33) 

(28),(29)式より， ijH は常に負になるため，(33)式の極大値では次

式が満足される。 

 
0

dq

d


   


r

g H r
r

 (34) 

したがって，次式の連立方程式を共役勾配法 25)等で解くことによ

って r が求められる。 

  H r g  (35) 

得られた r より，次ステップの 1( )k k   r r r を求め， 1, ,j m 

で次式が満足されるまで更新を繰り返す。 

0 if 0

0 if 0

j j

j j

g r

g r

 

 
 (36) 

ただし，この繰り返しでは，感度係数等の更新は行わない。(36)

式が満足されたら，感度係数等を更新して再度繰り返しを行い，

最終的な収束解が得られるまで以上の演算を繰り返す。 

 

３．骨組構造の位相最適化 

3.1 位相最適化問題の定式化 22) 

 図 1 に示すような節点間を配置可能なすべての 1 次元部材で連

結した設計空間を考え，部材の総質量を制約条件として，構造全

体の歪みエネルギーを最小化する位相最適化問題を考える。ただ

し，設計変数は各部材の断面積とし，離散最適化問題を連続緩和

問題として解く。また，連続緩和問題として解くと中間的な断面

積を有する部材が残るため，最適解の部材断面積がなるべく初期

に与えた断面積となるように，中間的な断面積を有する部材の歪

みエネルギーにペナルティーを課す。また，簡単のためすべての

部材は中実円柱とする。 

以上の最適化問題を定式化すると次のようになる。 

 

   

 

1 2

1

1
min

2

where , , , , , , (1 ) 1, ,

subject to :

, 0 1 1, ,

T

i N i i i

N

S i i S i
i

V

A A i N

m Al m i N

    




   
  

    

U KU

  






 
 (37) 

ここに，V は構造物の歪みエネルギー，K は全体剛性マトリック

ス， U は節点変位ベクトル， iA は， i 番目部材の最初に与えられ

た部材断面積， i は設計変数， iA は部材断面積， il は部材長さ，

Sm は部材の総体積， Sm は総体積の制約値，N は部材総数（要素

総数）である。（なお，設計変数は i i iA A としてもよい。） 

離散最適化問題では， i は 0 または 1 であるが，連続緩和によ

り，最適解に 0 と 1 の間の値も得られることになる。そこで，0

と 1 の間の断面積に関する歪みエネルギーにペナルティーを課し
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て，最適解では i が 0 と 1 のみになるようにする（ただし，実際

には 0 と 1 の中間値が残る場合もある）。ここでは，歪みエネルギ

ーを計算する際の断面積に次式に示すようなペナルティーを課す。 

 2(1 ) 1, ,i i iA A i N     (38) 

この場合， i が 0～1 の間では実際の断面積よりも小さい値とな

る。また，部材を円柱とすると，断面 2 次モーメント I は次式か

ら計算される。 

 
2 24(1 )

1, ,
4 4

i i i
i

A A
I i N


 


     (39) 

ただし，(37)式の総体積 Sm の計算ではペナルティーを課さない。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 1 次元部材で構成される設計空間(グランドストラクチャー) 

 

3.2 CONLIN による解法 

 (37)式を CONLIN によって解く場合，次式のように書ける。 

 

0 0

1 1
1

1
min

1
subject to 0

1, ,

i
i i i

i
i i i

i i i

c c
x

x x x

c c
x c

x x x

x x x i N

 

 

 


 
 

  
 

  

 

 


 (40) 

ここに， 

   

0 1

1
1

0

1

, 0, 1, ,

2 2

i
i i i Sk

i

N
k k k kS
i S S i i i S S

i ii

k k
Tk Ti i i

i i i
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k kS
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i i

x x x c V c m

m
c m m Al m m

c V

x
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Al

x




 


 
  

 




    


     



  
    

   


  
 

 
kK

U U u u

 
 (41) 

ただし， k
i は第 k ステップの i 番目要素の設計変数の値， ik は i 番

目要素の剛性マトリックス， iu は同要素に関する節点変位ベクト

ルである。(40)式の解法に関してはすでに前章に示している。なお，

収束を安定させるためには，設計変数のムーブリミットを設定す

る必要がある。すなわち，各ステップの設計変数の制約を次式の

ように設定する。 

     max , 1 min , 1 1, ,k k
i i i i ix x x x x i N              (42) 

3.3 SLP 法による解法 

 SLP 法では，(37)式を第 k ステップの解の近傍でテーラー展開し，

設計変数の増分値を新たな設計変数とする。これを(40)式と同様な

形式で表すと次式となる。 

 

0

1

1
1

1

min

subject to , 1, ,

N

i
i i

N

i i i i
i i

c
x

x

c
x c x x x i N

x











       





 
 (43) 

ここに， 
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  (44) 

ただし，  は設計変数のムーブリミットである。 

(43)式は， i が十分小さいとすれば，線形計画問題と見なせる

ため，シンプレックス法等を用いて解くことができる。そして，

得られた増分解を第 k ステップの設計変数に加え，これを 1k  ス

テップの解として同様の計算を繰り返す。そして，すべての設計

変数の増分解が十分 0 に近くなった時点で収束と見なし，最適解

が求まる。 

3.4 OC 法による解法 2),8) 

 OC 法では，(37)式から次式のようなラグラジアンを定義する。 

     
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1
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L V Al m 


 
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 
   (45)

ここに， はラグランジェ乗数である。 0  とすると，(37)式は

(45)式の最小化問題となるため次式が得られる。 
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(46)式の  1, , ,i i N   の任意性から次式の最適性規準が得

られる。 
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V
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
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 0 1 1, , , 0i i N     を考慮すると，(47),(48)式から次の

ような設計変数とラグランジェ乗数の更新式を作ることができる。 
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ここに， 
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ただし，  は解の収束速度を制御するべき乗係数である。 

また，設計変数にムーブリミット  を設定すると次式となる。 
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さらに，ラグランジェ未定係数は各ステップで制約条件をアクテ

ィブ（ S Sm m ）となるように収束計算を行う。これは，次式 

 1 1

k
k kk

i ii i k
i

V
s Al






 
 

  
  


 (53) 

を用いて，歪みエネルギーの感度係数を固定して，内側のループ

で設計変数の更新を行えばよい。 

 以上の計算の流れをまとめると，(52)式で前ステップの収束解か

ら設計変数の値を更新し，これから(50)式によってラグランジェ未

定係数を更新する。そして，(53)式によって k
is を更新し，(52)式に

よって設計変数を，また，(50)式によってラグランジェ未定係数を

更新する。この(53)式を用いる繰り返しを制約条件がアクティブに

なるまで行う。そして，この収束解から歪みエネルギーの感度係

数を計算し，再度(52)式により設計変数の値を繰り返す。この歪み

エネルギーの感度係数を計算する外側のループを(47),(48)式の最

適性規準が満足されるまで繰り返す。 

 

4．解析例 

4.1 トラス構造のコート掛け問題 

 まず，位相最適化の解析例として，図 2 に示すようなグランド

ストラクチャーの最適化問題を解く。ただし，解析領域は対称性

を利用して上半分の領域とする。部材のヤング係数は 100GPa，断

面積 A は 1cm2 とし，また， 30cmL  ，荷重値は 100kN とした。

部材総体積の制約値は初期体積の 25%とする。それぞれの手法の

パラメータは，まず，CONLIN と SLP では，設計変数のムーブリ

ミット  を 0.1 とした。最適性規準法(OC)では，設計変数のムー

ブリミット  を 0.2，べき乗係数  を 0.85，各ステップ内側ルー

プの繰り返し回数を 100 として解析を行った。 

 図 3 は，目的関数である歪みエネルギーと最適化更新回数との

関係を示したものである。これらの図より，CONLIN と SLP は 7

ステップまではほぼ同じ収束経路をたどるが，7 ステップ以降で

は，CONLIN の収束の方が良くなることがわかる。また，OC は，

6 ステップ程度までの収束は速いがそれ以降の収束がなだらかに

なることがわかる。なお，OC の場合，ムーブリミットの大きさの

違いが初期段階の収束に影響している。また，30 ステップでの位

相は，どの手法の結果もほぼ同じになり（断面積は若干異なる），

図 4 に示すものとなった。 

次に，設計変数の総数の影響を調査するために，図 5 に示すよ

うな節点数を増やしたグランドストラクチャーの最適化問題の解

析を行った（図 2 と支点の位置は異なる）。部材総体積の制約値は

初期体積の 25%とする。部材のヤング係数，断面積 A ， L ，荷重

値，各手法のパラメータは，図 2 の解析の場合と同じとした。 

図 6 は，目的関数である歪みエネルギーと最適化更新回数との

関係を示したものである。図より，この場合も図 3 とほぼ同様な

傾向となっており，CONLIN の収束性が，SLP，OC に比較して優

れていることがわかる。また，図 7 は，30 ステップでの位相を示

したものであるが，SLP と CONLIN はほぼ同じ位相となっている

が，OC では，若干異なる位相が得られている。 

以上の解析は，対称性を利用して上半分の領域で行ったもので

あるが，SLP 法では，対称性を有する問題を全体領域で解析した

時，非対称な解が得られる場合があることが知られている。

CONLIN の場合，このような問題があるかどうかを調査するため

に，図 5 の例題を全体領域（グランドストラクチャーは図 8 左上）

で解析してみた。図 8 は，この場合の 30 ステップでの位相を示し

たものであるが，SLP 法では非対称な結果が得られているのに対

して，OC，CONLIN では対称な結果が得られることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 グランドストラクチャー 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 目的関数の収束性の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 30 ステップでの位相 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 グランドストラクチャー 
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図 6 目的関数の収束性の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 30 ステップでの位相 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8 30 ステップでの位相（全体領域で解析した場合） 

 

4.2 梁構造のコート掛け問題 

 次に，図 2 の例題で，接合部を剛接した場合（梁構造）につい

て解析を行った。部材のヤング係数，断面積 A ， L ，荷重値，各

手法のパラメータは，前節までと同じである。部材総体積の制約

値は初期体積の 15%とした。 

 図 9 は，目的関数である歪みエネルギーと最適化更新回数との

関係を示したものである。図より，この場合も，CONLIN の収束

性が優れていることがわかる。図 10 は，30 ステップでの位相を

示したものであるが，3 種の手法でそれぞれ異なる位相となって

いる。したがって，この問題は，局所最適解が得られやすい問題

と言える。図より，CONLIN の結果が最も明解な位相となってい

ることがわかる。 

 図 11，図 12 は，図 8 の例題（図 5 の全体解析）で，接合部を

剛接とした場合の結果を示したものである。ただし，部材総体積

の制約値は初期体積の 10％とした。図 11 は，収束性を示したも

のであるが，やはり CONLIN の収束性が他の二つの手法に比較し

て優れていることがわかる。また，図 12 は，30 ステップでの位

相を示したものであるが，この場合は，SLP 法においても対称な

位相が得られている。しかし，OC，SLP 法ともに，CONLIN の場

合の歪みエネルギーよりも高い値となっており局所解に収束して

いる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 目的関数の収束性の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 30 ステップでの位相 
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図 11 目的関数の収束性の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12 30 ステップでの位相 

 

4.3 梁・トラス複合構造の解析 

 最後に，実務的な例題 26)として，図 13 に示す橋梁の最適位相を

求める。図 13 の上の図は，設計空間と境界条件を示す。また，下

の図はこの設計空間のグランドストラクチャーを示す。ただし，

橋梁の道路部分の梁は初期に与えた断面から変化しないものとし，

設計対象から除く。荷重は，道路部分に 3.33kN/m の鉛直荷重が作

用し，グランドストラクチャーの各部材のヤング係数は 206GPa，

初期断面積 A は 0.04m2，部材総体積の制約値は初期体積の 10%と

した。また，直交部材は剛接合とし，斜め材はすべてピン接合と

する。解析は，対称性を考慮して 1/2 領域で行う。各手法のパラ

メータは，前節までと同じである。 

図 14 は，目的関数である歪みエネルギーと最適化更新回数との

関係を示したものである。図より，この場合も，CONLIN の収束

性が優れていることがわかる。図 15 は，30 ステップでの位相を

示したものであるが，3 種の手法でそれぞれ異なる位相となって

おり，この場合も CONLIN によって得られた位相が最も明解なも

のになっている。また，OC 法では，局所解に収束している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 13 橋梁モデルの設計空間とグランドストラクチャー 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 14 目的関数の収束性の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 15 30 ステップでの位相 

 

５．まとめ 

 本報告では，最近注目されている最適化手法 CONLIN を位相最

適化問題に適用した場合の有効性を，SLP，OC 法との比較により

検討した。その結果，以下のことが明らかになった。 

(1) トラス構造の位相最適化では，3 種の手法は同様な位相が得
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られるが，CONLIN の収束が他の 2 種の方法よりも速い。ま

た，歪みエネルギーの収束値も他の 2 種の方法の収束値と比

較して低い値となる。 

(2) SLP 法では，対称問題の位相が非対称になる場合があるが，

CONLIN，OC 法では対称な位相が得られる。 

(3) 剛接骨組の例題においても，CONLIN の収束性が他の 2 つの

方法に比較して優れており，歪みエネルギーの収束値も低い

値となる。 

(4) 剛接骨組の例題では，3 種の方法で異なった位相が得られ，

CONLIN を用いた場合の位相が最も明解なものとなる。また，

OC 法では局所解に陥ることが多い。 

(5) 実務的な橋梁構造の位相最適化の例題においても，CONLIN

の収束性が優位であり，位相も他の 2 種の方法と比較して明

解なものとなる。 

(6) 考察には記していないが，計算速度に関しては，本論文に示

した例題では，3 種の手法の間にあまり差が見られなかった。 

以上の結果より，CONLIN は，SLP，OC 法と比較して，局所解

に陥ることが少なく，優れた収束性を有していることがわかった。

また，SLP 法と異なり，対称な問題では対称な最適位相が得られ

ることもわかった。したがって，CONLIN は，位相最適化問題の

解法として適していると結論づけられる。 

 また，CONLIN は，SLP 法のように 2 つ以上の制約条件がある

問題にも容易に適用することができるため，フィルタリングを併

用した連続体の位相最適化手法 7),8)や，弾性変形機構の位相最適問

題等 5),26)にも応用が可能であると考えられ，今後の発展が期待さ

れる。 
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Fig.4 Ground structure of numerical example 1

Fig.5 Removal process of dampers (solutions of analysis)
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Fig.9 Maximum inter-story velocity of each step in Fig.5

3.2

Fig.10 Ground structure of numerical example 2

Fig.11 Removal process of dampers (solutions of analysis)

Fig.12 Maximum inter-story velocity of each step in Fig.11
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Fig.13 Analysis models to be compared with the solution of Step 60

Fig.14 Comparison of maximum displacement

Fig.15 Comparison of maximum inter-story displacement

Fig.16 Analysis models to be compared with the solution of Step 60

Table 1 Comparison of maximum displacement m
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Fig.17 Optimal placement for different ground motions

Table 2 Comparison of maximum displacement m

Table 3 Comparison of average maximum displacement m

Fig.18 Maximum inter-story velocity of each seismic wave

110



111



第３章

位相最適化手法を用いた

制振機構の形態創生

研究業績（論文）
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1 ．は じめ に

　均 質 化 設 許法〔Homogenizatlon　Design　Method ，　HDM ）は，：従来の 境

界 形 状の 最適化 に よ っ て 連続体 の 最 適形 状 を求 め る 方法 に 対 して ，

連続体 牽構成す る 材料 を 最適化す る こ と に よ っ て 最適な 形 状 ・位

相 を求 め る 方法 で あ
・
り，1988 年 に

．
Bends ¢ e　and 　Kikuchii｝に よ っ て 提

案 さ れ て 以 来 ，様 々 な 工 学 問題 に応 用 され ，1995 年 にそ の 集 大 成

が Bends ¢e2
｝よ っ て ま とめ られ て い る e ま た ，均質 化 設 計 法の 解析

プロ グ ラム は，1999 年 に汎用 ソフ ト（NASTRAN ）に も組み 込 まれ，

弾性，単一
目的 （剛性 最大化等） の 問題 に関 して はほ ぼ完成填に

達 して い る と言える。

　一方，多 目的問題へ の適用 例 として，西脇 1｝・4），江島 ら 5〕・6）・7）は，

均 質 化 設 計 法 を 用 い た 弾性変形 機構 （Complia叫 M 。cha 騒is叭s）の位

相 最 適 化 を 試 み て い る。弾性変形 機 構は，従来 の 剛性 を最大 化 す

る構造 とは 逆 に ，変 形 を生み 出す構 造形 態で あ り，．柔軟性 が 要求

され る 構造を 設計す．る 上 で 重要 と な る 。建築構造分野 にお い て も，

剛性 よ
．
りも柔軟性 を要 求 され る 構 造 形 態 は少 な か らず 存 在 す る た

め ，将 来，建 築 分 野 へ の 応 用 も期 待さ れ る 。

　西脇
．
江島 らの弾性 変形 機構の 位相 最適化 は，連続 体 の あ る 点

に 力を 加 え た 時 に ，指 定し た点で 指定 した 方 向 へ の 変位が最 大 と

な る よ うな 位相 を求 め る 問題 とな る。た だ し，こ
．
の機構は ，そ の

指定 した点 に反 ヵ （外 力 ）が 働 く とそ れ に抗 する 剛 性 を 有す る こ

と を 条件 と して い ．る。し たが っ て ，こ の 問題 は 全体機構 の 柔軟性

と，反力に 抗す る 剛性 を 同時に 最大 化す る 多 目的 問題 とな る 。

　多 目 的最 適 化 問 題 で は ，多 目的 関数 の 定 義 と ，最適 化 問題 の 解

法が 問 題 とな る。西 脇 ら 勢 は，指 定 し た点 の 変位 を最 大itし，か
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，　 　 　 　 　 　 　 　

’
　　　 tl 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．t’

っ 反 力 に 抗 す るた め の 剛 性 を最 大 化 す る 多 目 的 関 数 を定義 して，

い く つ か の 例題で そ の 有効性脅示 してい る。
．
しか し，こ の 目的閑

数で は，指定点 の 反 力に 抗す る 剛性 は 考慮 され て い る が ，反 力が

ない 場 合の 加力 に対 する 剛性が考慮 されて い な い ため，問題 によ

？て は，加力によ る変位 が非常に大き くな る。そ こ で，江 島 ら
6｝・7｝

は，さ，6 に指定点 の 変位啅を制約すう方法 を提案して1！｝るが
∵

こ

αp場合，目的関数 と制杓条件が揖反 す る こ と に 塗り，大域的最適

解が得 られ な い 場合が あ．る 。

　r 方，最適化問題 の 解法 と p：（ ｝馬 多目印関数の 場貪，凸関数

条件が 満た され な 吟場合が あ．る ため ，最輝性規準法 よ り も SLP 法

（逐 次 線形 計 画 法 〉 の 方 が 適 用 しや す い
4｝e し た が っ て，西 脇 ，

江 島 ら は ，SLP 法 を最 適 化 問題 の 解 法 と して 用 いて い る。し．か し、

既往 の解 析に は 二 つ の 問題 点 があ る ，

一
つ は，均質 化 設 計 法で は ，

設計領 域 を長 方形 の
戸孔ユ ； ッ トJiiル で 構成 さ れ ぐ多孔覃材料か

らな る と仮 定 し，こ の 孔 の 大 き さ とセ ル の 角度 を設 計変数 と して
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最適位相を求めるが，従来，セルの角度は，実際には設計変数と

せず，その点の応力の主軸方向に一致させる方法が用いられてい

る 3)～8)。しかしながら，柔軟性と剛性を同時に最適化する本問題

では，必ずしもセルの最適角度は応力の主軸方向とは一致しない

という問題。もう一つは，最適化問題の解法として SLP 法を用い

る場合，局所解への収束や，最適位相に中間密度が広がり，鮮明

な解が容易に得られないという問題である 9)。 

本論文の目的は，以上の問題を解決し，より有効な弾性変形機

構の位相最適化手法を示すことにある。目的関数の問題は，西脇，

江島らの目的関数が，指定点の絶対的な変位を最大化するもので

あるため，指定点と加力点が同じ方向に動く問題では，指定点の

変位が最大化されると同時に，加力点の変位も最大化されてしま

うことに原因がある。そこで，本論文では，指定点の絶対的変位

を最大化するのではなく，最小限の加力で，最大限の変位を生じ

させるため，加力側の仕事量と指定点での出力側の仕事量との相

対比を目的関数とし，これを最大化する問題とする。なお，この

目的関数は，Hetrick and Kota10)が弾性変形機構の形状最適化問題

で目的関数としている入力エネルギーと出力エネルギーの相対比

を参考にして定義している。また，ユニットセルの角度は，設計

変数として解析する。局所解への収束と，最適位相の鮮明化に関

しては，SLP 法を用いた剛性最大化問題で著者ら 9)が提案してい

る局所解への収束を回避する方法（設計変数の変動幅の制御と質

量制約の緩和），および重力制御関数(gravity control function)を用い

た位相の鮮明化を用いる。 

以下，本論文第 2 章では，均質化設計法(HDM)を用いた弾性変

形機構の位相最適化問題の定式化と SLP 法による解法を示す。ま

た，局所解への収束を回避する方法，および重力制御関数を用い

たフィルタリング法についても示す。第 3 章では，数値解析例に

より，重力フィルターの効果に関する調査と，本方法の有効性を

示す。第 4 章では以上のまとめを述べる。 

 

２．弾性変形機構の位相最適化問題の定式化と解法 

 ここでは，弾性変形機構の位相最適化問題の定式化と解法につ

いて，片持平板を拡張領域とする問題を例に説明する。 

2.1 目的関数の定義 

図 1(a)に示すように，境界条件が与えられた拡張領域 の A 点

に外力が作用する問題を考える。これまで主に行われてきた位相

最適化問題は， A 点の変位を最小化（剛性を最大化）する領域内

の位相を求めるものであった。この問題の解は，図 1(b)に示すよ

うな位相となる。これに対して，西脇，江島ら 3)～7)の弾性変形機

構（Compliant Mechanisms）の設計では， A 点の外力に対して，

例えば， B 点の指定方向への変位を最大化する位相を求める問題

となる。ただし，この機構は， B 点に反力が働いた場合に十分な

剛性を有することを条件としている。 

西脇，江島ら 3)～7)は，この問題を解くために，この問題を図 2

に示す 4 種の問題に分解して考えている。まず，CASE 1 で生じる

B 点の変位を最大化するために，CASE 2 に示すように， B 点に

仮想力 1 を与えた問題を解き，相反定理の考え方により，この仮

想力と CASE 1 の B 点の変位を掛けた仕事量（相互コンプライア

ンス）を定義して，これを最大化している。また， B 点に反力が 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 位相最適化問題の一例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2 位相最適化のための境界条件と荷重条件 

 

Extend design domain 

A

B

(a) 拡張された設計領域 

(d) 弾性変形機構の位相 

 （本論文の目的関数を用いた場合）

 (b) 剛性最大化問題の位相 
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Extend design domain 
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Extend design domain 
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CASE 1 CASE 2

CASE 3 CASE 4

(c) 弾性変形機構の位相 

 （西脇らの目的関数を用いた場合）
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生じた場合の剛性を確保するために，CASE 3，CASE 4 の問題を

解き，CASE 3 の外力 F のなす仕事量と，CASE 4 の仮想力のなす

仕事量を最小化している。 

 以上の仕事量（コンプライアンス）は，それぞれ次式のように

表される。 

L u u u D u d

L u F u u D u d

L u u u D u d

B

T
G

A

T
G

B

T
G

2 1
2
1 2 1

3 3
2
3 3 3

4 4
2
4 4 4

1

1

( )

( )

( )

( )

( )

( )

n s n se j{ } n se j{ }

n s n se j{ } n se j{ }

n s n se j{ } n se j{ }

  

  

  

z
z
z

 

 

 













 (1) 

ここに，{u u uj T j j} { , } 1 2 は，CASE j  の変位場，{ } はひずみベク

トル， [ ]DG は弾性マトリックスを表す。 L u2 1({ }) は，相互コンプ

ライアンス(Mutual Compliance)で，仮想荷重の大きさを 1 に設定す

ると，CASE 1 の B 点の変位そのものとなる。 

 このとき，西脇ら 4),5)の用いた多目的関数は次式で定義される。 

Maxmize
( )

L u

w L u w L us s

2 1

3 3 4 31

n se j
n se j n se j 

F

H
GG

I

K
JJ  (2) 

ここに， ws [ , ]0 1 は重み係数である。 

このような目的関数によって，最適位相を求めると図 1(c)に示

すような結果が得られる。図 1(c)からわかるように，この場合，A

点に荷重が加わると B 点の変位は大きくなり，また， B 点に反力

が働いた場合も十分な剛性が得られている。しかしながら， B 点

に反力がない場合， A 点の変位も非常に大きくなり，全体構造と

しての剛性が非常に弱くなる。さらに典型的な例として，この目

的関数で，図 3(a)に示すような例題を解くと，図 3(b)のような結

果が得られ，この場合，全体構造としての剛性は 0 となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 位相最適化問題の一例 

 

以上のような問題は，目的関数に CASE 1 の A 点の外力仕事量， 

L u F u u D u dA

T
G1 1

2
1 1 1( ) ( )n s n se j{ } n se j{ }   z   


 (3) 

が考慮されていないために生じる。そこで，本論文では，単に，

CASE 1 の B 点の変位を最大化するのではなく，Hetrick and Kota10)

が弾性変形機構の形状最適化問題の目的関数に用いている入力エ

ネルギーと出力エネルギーの相対比を参考に， A 点から入力され

る仕事量と B 点から出力される仕事量の比をとり，これを最大化

する問題に置き換える。すなわち， A 点における最小限の力で，

B 点の指定した方向に最大限の変位を生じさせる弾性変形機構を

求める問題とする。この場合の目的関数は次式で定義される。 

Maxmize
L u L u

L u L u

2 1 4 4

1 1 3 3

n se j n se j
n se j n se j





F

H
GG

I

K
JJ  (4) 

(4)式の分母は，CASE 1，CASE 3 の外力 F による入力側の仕事量

（コンプライアンス）であり，分子は，CASE 2，CASE 4 の仮想

力 1 による出力側の仕事量である。この目的関数では，(3)式の構

造全体の剛性も考慮されており，後に示す解析により図 1(d)に示

すような全体剛性を保ちつつ A 点と B 点の相対変位を大きくす

る位相が得られる。 

2.2 均質化設計法を用いた位相最適化問題の定式化 

次に均質化設計法（HDM）を用いた位相最適化問題の定式化に

ついて述べる。均質化設計法では，拡張領域  の材料のミクロ構

造が図 4 に示すように長方形の穴を有するユニットセルの配列か

ら構成されるものとする。そして，このユニットセルの穴の寸法

a b, と傾き  が，各有限要素ごとに異なるものとし， a bi i i, ,

（ i N 1, , ，N：有限要素数）を位相最適化問題の設計変数とす

る。このとき，各有限要素の弾性マトリックス [DG ] は均質化法に

よって求められる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 均質化設計法による位相最適化 

 

均質化法では，マクロ構造の参照座標系 { } { , }x x xT  1 2 と，材料の

ミクロ構造の参照座標系 { } = {y y yT
1 2, } が定義され，両座標間には

{ } { }y x  の関係があるものとする。ここで，  はミクロ構造の代

表寸法であり，マクロ構造の単位寸法に比較して十分小さいものと

する。このとき，ミクロ構造の周期性を仮定すると，マクロ構造の

変位場を摂動展開により次式のように近似できる1,8),11)。 

Extend design domain 

A

B

(a) 拡張された設計領域 

(b) 弾性変形機構の位相 

 （西脇らの目的関数を用いた場合） 

Extend design domain 
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y1

y2

－ 101 － 

115



v x v x y v x v x y l qd i{ } l q l qd i{ } l qd i{ } l q l qd i{ }  , ,0 1  (5) 

ここに，上添字の  は，マクロ構造の任意の1点を拡大するとそこに

ミクロ構造が存在することを意味する。 { }v0 はユニットセルの平均

的な変位， { }v1 は平均変位からの1次の変動成分である。 

 このとき，最小ポテンシャルエネルギーの原理により，マクロ構

造の均質化された弾性マトリックス [ ]DH は次式により求められる

1),8),9)。 

D I D I dH
y

T

y    
L
N
MM

O
Q
PPzmin

Y
Y

Periodic
Y

 
1 e j e j  (6) 

ここに，Y はユニットセルの面積，[ ]I は単位マトリックス，[ ]D は

ユニットセルを構成する材料の弾性マトリックス， [ ] は次式で定

義されるミクロ構造の特性変位関数， 

v y v xx1 0l q l qd i l qd i{ }    (7) 

また， [ ],[ ] x y は次式で定義される微分演算子である。 

 
 

 
   

L

N
MMM

O

Q
PPP

 
 

 
   

L

N
MMM

O

Q
PPP

x y

x

x

x x

y

y

y y

1

2

2 1

1

2

2 1

0

0

0

0,  (8) 

 図5に示すように，(6)式の [ ] を有限要素法で離散化し， [ ] につ

いて変分をとると，離散化された各節点の [ ] を求めるための連立

方程式が得られる。これをユニットセルの周期性境界条件の下で解

いて，(6)式に代入すれば，均質化された弾性マトリックス [ ]DH が

得られる。また，ユニットセルの角度を  とすると，弾性マトリッ

クス [ ]DG は，次式より求められる。 

D a b R D a b RG T H, , ,  b g b g b g b g  (9) 

ここに， 

R 
   
   
  

b g  


L

N
MMM

O

Q
PPP

cos sin cos sin

sin cos cos sin

sin sin cos

2 2

2 2

2 2 2

 (10) 

 制約条件を物質の総質量として，均質化設計法による弾性変形機

構の最適化問題を定式化すると次のようになる。 

Maxmize

, , , , , , , ,

X

N N N

C X
L u X L u X

L u X L u X

X a a b b

l q l qd i
l qd i{ }e j l qd i{ }e j
l qd i{ }e j l qd i{ }e j

l q l q






F

H
GGG

I

K
JJJ



2 1 4 4

1 1 3 3

1 1 1   

 (11) 

subject to

, ( , , )

m X
N

a b m

a b i N

i i
i

N

s

i i

l qd i b g  

      


   

1
1

10 1 10 10 1 10 1
1

4 4 4 4 
 (12) 

ここに，{ }X は設計変数，C は多目的コンプライアンス関数，m

は物質の無次元化質量， ms はその制約値である。(11)式の各コン

プライアンスの計算は，有限要素法によって行う。 

2.3 SLP 法による最適化問題の解析法 

(11)，(12)式で示される最適化問題の解法として，SLP 法 12)を用

いる。図 6 に本方法を用いた場合の解析の流れ図を示す。まず，

設計変数の初期値を与え，図 2 に示す CASE 1～CASE 4 の境界条

件，荷重条件のもとで，各コンプライアンス値を計算する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 有限要素法による [ ] の離散化 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6 SLP 法による解析フロー 

 

 次に，各コンプライアンスの感度を次式により計算する 8)。 
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





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







 (13) 

ここに，i N 1, , であり，i は i 要素の領域を表す。[ ]DG の a bi i,

に関する感度は，均質化法によって計算された [ ]DH のデータベー

{ } { } { }( ) ( ) ( )X X Xk k k  1 

設計変数の初期値 { }( )X 1 の設定 

境界・荷重条件の設定と L u1 1({ }) の計算 

目的関数 C X k({ })( ) と質量 m X k({ })( ) の計算 

開始 

k k  1

感度 C X k({ })( ) と m X k({ })( ) の計算 

シンプレックス法で { }( )X k の計算 

終了 

max{ }( )X k
c   

Yes 

No 

境界・荷重条件の設定と L u3 3({ }) の計算 

境界・荷重条件の設定と L u4 4({ }) の計算 

境界・荷重条件の設定と L u2 1({ }) の計算 

1 

Unit cell 
1 

ij (1) ij (2) 

ij (4) ij (3) 

i=1,2  j=1,2,3 

Finite element 

a

b
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スから近似的に計算する。本論文では，ユニットセルを 20 20 分

割し，孔の大きさ a b, に関して，51 51 点（0.02 刻み）の [ ]DH の

値を計算し，これをデータベースとした。そして，中間値および

感度は 9 点の Lagrange 補間によって計算している。 i に関する感

度は，(9)式から解析的に計算する。無次元化質量 m の各設計変数

に関する感度は，(12)式から解析的に計算する。 

 以上の感度を用いて，シンプレックス法により，設計変数の最

適増分値を求め，これらの増分値が十分小さくなるまで計算を繰

り返す。 

2.4 局所解への収束の回避と最適位相の鮮明化 

SLP 法で局所解への収束を回避するためには，設計変数のムー

ブリミットの設定が重要となる。ここでは，文献 9)に示したムー

ブリミットの設定法を用いる。この方法では，設計変数のムーブ

リミットを次式のように設定する。 

        a a a b b bi i i i i i i i i          , ,  (14) 

ただし，  は定数，  a bi i, は a bi i, の増分量，  i は  i i で定

義される  i ( 0 1  i )の増分量である。(14)式は， a bi i i, , が 0 に

近づくにしたがって，ムーブリミットを小さくする設定である。

さらに，次式の変数変換を行う。 










  

~ ,
~

,
~

~ , ,
~

, ,
~

a
a

a
b

b

b

a b

i
i

i
i

i

i
i

i

i

i i i

     

     

  





   0 2 0 2 0 2

 (15) 

ここで， は，初期値を 0.5 とし，30 ステップまでは  / .105n（ n :

ステップ数），30 ステップ以上では  / . / .105 1130 30n で絞り込みを行

う。収束判定に用いる  c は 1/400 とする（この場合 72 ステップ以

下で収束する）。 

局所解への収束を回避するもう一つの方法として，繰り返し計

算初期の段階における制約条件を緩和する方法を用いる。この方

法では，質量制約値を次式のようにおく 9)。 

m m
n

n m
m ms s

s s
s s  

F
HG

I
KJ 
F
HG

I
KJ

L
N
MM

O
Q
PP *

*
*and1 1

1 1
2  (16) (1.38) 

ここに， ms は緩和された質量制約値， ms
* は与えられた質量制約

値， n は最適化のステップ数， ns は緩和を行う最終ステップ数で

ある。(16)式の設定では，質量制約値が 0.5 以下の場合に制約値が

緩和される。本論文では， ns  20 とする。 

また，位相を鮮明化するために，文献 9)で提案した重力制御関

数を次式のように目的関数に付加する。 

C X C X w Cg Xg
  l qd i l qd i l qd ie j2 2~

 (17) 

ここに， wg は重み係数，
~
C は C X({ }) と等しいが， { }X に関する

感度を 0 としたスケーリング係数， g は次式で定義される無次元

化重力制御関数である。 

g X g X m

g X

i
i

N

i j i j
j

m

i

N i

l qd i l qd i

l qd i c h d i{ }



   








1

2 2 2 2

11

1 1   
 (18) 

ここに， i i ia b 1 ，mi は i 要素と辺を共有する要素の数である。 

 

２． 数値解析例 

以上で示した方法の有効性を示すために，片持平板を拡張領域

とする例題の解析を行う。まず，図 7 に示す例題に関して，重力

制御関数によるフィルタリングの効果について調査する。質量制

約値 ms
* は 0.2，ユニットセルの孔の大きさ a b, の初期値は，a b

として全要素で均等とし，ユニットセルの角度パラメータ  の初

期値は 0.25 とする。また，材料のヤング係数は 100GPa，ポアソ

ン比は 0.3，板厚は 1，荷重 F の大きさは 1 に設定する。有限要素

分割数は 30 60 とする。なお，解析に用いる有限要素は，Wilson

と Taylor ら 13),14)によって提案された４節点非適合四辺形要素 15)と

する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 位相解析領域とその解析条件 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8 重み wg の変化に対する重力フィルターの効果 
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図 8 は，(17)式の重み係数 wg が， 0 01 015, . , . の場合の最適位相

解を示している。ただし，図では，各有限要素の密度  i（  1 a bi i ）

が 0.05 以上になるものに対して，ユニットセルを有限要素の大き

さで表現して，変形後の位相形状を示している。ただし，変位に

はスケーリングをかけている。また，図には，多目的コンプライ

アンス値 C と， A 点と B 点の鉛直方向の変位 u2 を示している。 

これらの図より，重力フィルターの効果により，wg が大きくな

るにしたがって，中間密度が少なくなり，より明解な位相が得ら

れることがわかる。ただし，コンプライアンス値は，wg が大きく

なるにしたがって小さくなり， A 点と B 点の間の相対変位もこれ

に伴って小さくなる。しかし，これらの位相から実際の構造物を

設計するには，フィルターをかけた方がわかりやすい。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 位相解析領域と条件（ B 点の変位方向を変えた場合） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 弾性変形機構の最適位相解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11 位相解析領域と条件（ B 点の位置を変えた場合） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12 弾性変形機構の最適位相解 

 

次に，同じ解析モデルにより，図 9 に示すように B 点の変位の

方向を変えた場合の解析を行う。図 10 は，CASE 1～CASE 3 の方

向の変位を生じさせる弾性変形機構の最適位相解を示したもので

ある。図より，どの場合も目的の方向の変位が実現されており，
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CASE 1およびCASE 2では加力点の変位よりも大きな変位を B 点

に生じさせる機構が求まっている。また，各所にヒンジに近い形

態が形成されていることがわかる。 

最後に，図 11 に示すように， B 点の位置を A 点の真下にする

問題を解析する。図 12 は，この問題の解析結果を示している。図

からわかるように，この場合もすべての指定した方向に対して，

効率のよい変位を生じさせる機構が形成されている。特に，CASE 

2 は，西脇らの方法では妥当な結果が得られなかった問題である

が，本解析では有効な解が得られている。ただし，この場合は，

重力フィルターをかけると境界とのつながりが無くなってしまう

ため，フィルターの重み wg を 0 にしている。したがって，他の位

相に比較してやや不鮮明になっている。 

また，以上の結果より，弾性変形機構では，剛性最大化問題と

異なり，中間密度材料を完全に除くことは難しく，中間密度材料

もヒンジを形成したり，変形を制御する役割を担っていることが

わかる。 

 

4．まとめ 

本論文では，均質化設計法を用いた位相最適化により弾性変形

機構を求める有効な方法を提案した。本論文に示した方法の新し

い点は，多目的関数に全体剛性を考慮する項を加え，単に指定点

の変位を最大化するのではなく，加力点と指定点の相対仕事量を

最大化する目的関数にしたこと，ユニットセルの角度を設計変数

としたこと，および最適化問題の解法として SLP 法を用いる場合

に問題となる局所解への収束と最適位相解の中間密度の問題を文

献 9)の方法で改善した点にある。 

本論文に示した方法の有効性を示すために，片持平板の解析領

域内に弾性変形機構の位相を求める問題を解析した。まず，重力

制御関数によるフィルタリングの効果を調査した結果，重み係数

wg を 0.1～0.15 にすることによってより明解な位相が得られるこ

とがわかった。次に，指定点の変位方向を変化させて，それぞれ

の機構の最適位相を解析し，すべての方向に対して変位効率の良

い位相が得られることが確かめられた。最後に，指定点の位置が

加力点の真下となる，既往の解析では妥当な解が得られなかった

問題を解析し，本論文で提案した方法によれば，このような問題

に対しても有効な解が得られることが確かめられた。 

なお，本論文で提案した方法は，2 次元，3 次元の一般的な問題

に適用できることを付記しておく。 
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1 ．は じめ に

　構造 物 の 最 適な形 態 を 求め る位 相最適化 手法は，主 として，構

造物 の 剛性，固有振動数，座屈荷 重，強度 な どを最適 化する 手 法

と して 発展 して きた
1）。こ れ らは，よ り強 い 構造形 態 を 求 め よ う

とす る もの で ある が，一
方で ，よ り柔軟な構造 形 態 を 求 め る 研 究

も行わ れて い る
2 ）『IU ）。前者 は．一

般 に構造 物の 変形 を 小 さ く抑 え

よ う とす る の に 対 し，後者 は，逆 に 変形 を拡大 した り，変 形 の 方

向 を変 換 した りす る形 態 を 創生 し よ うとす る もの で ある。こ の よ

うな 手 法 は，機 械分野 で は，剛体 と ヒ ン ジ を組 み 合わ せ た リン ク

機構や 材料の弾 性変形 を利 用す る コ ン プ ライ ア ン トメ カニ ズム の

新 し い 形 態を創 生す る 技術 と して 注 目され て い る。

　
一方，建築分 野 にお いて も，最近，建物 の制 震装置 な どに ，変

形 を拡 大す る トグ ル 機構 な どが導入 さ れ て お り，よ り合理 的な制

震機構 を開発 す る 手法 と し て ，こ の よ うな 位 相 最 適化手法 を 利用

した 機構 創生 技 術が 応 用 で き る 可能性 が 出て き た 。そ こ で ，本論

文で は，特 に 制 震技術へ の 応用 を目 的 と して，位 相 最適化 手法 を

利 用 し た リ ン ク 機構 の 創 生法を提案す る。

　 メカ ニ ズ ム （機構 ） の 創 生 法に は，大 き く，連 続体 をベー
ス に

する 方法
1）’1）と，骨 組をベ ー

ス にする 方法 8）．10）が あ る 。建築分野 で

は，構造が 骨組 で扱 われ る こ とが多 いた め，制震 機構の 創生 に は，
骨 組 をベ ー

ス にす る方 法の 方が 適用 しや す い と考 え られ る 。骨 組

ベ ー
ス の位 相最適化 手法は，位相 を 求め るた め の背 景の 構造 を 設

定 し．そ の背景 の 構造か ら，最 適化計算 に よ っ て，条件 に適 した

構 造 を浮 かび上が らせ る 方法 （不 必 要 な 部材 を 消 して 行 く方 法 ）

で あ る 。こ の よ う な 方 法 は，…
般 に グ ラ ン ドス トラ クチ ャ

ー
法 と

呼 ばれ て お り，本論文 で も こ の 方 法 を用 い る 。

　メ カ ニ ズ ム を創生 す る た め の 最 適化 問題 の 定式化 に は 様 々 な も

の が 提案 されて い る が ，こ こ で は，メ カ ニ ズ ム の 出力点の 変位，
加 力点 と 出力点 の 相対 変位，お よ び創 生す る メ カニ ズム 部材 の 総

体積 を 制約条 件 と して ，メカニ ズ ムの 動 きを止め た時 の 剛性 を 最

大化 する 最適化 問題 と して 定式化 す る。
．
本最 適化 問題 は，藤井 ら

の研 究 10）に 示 され る よう に ，最適解 が 設 計 変 数 の 初期 値 に依存 す

る多 峰性問 題 とな る。こ の ため ，本論 文 にお い て も，藤 井 らの 示

した 方 法
10）・11〕と 同様 に ，設計変数 の 初 期 値 が 異 な る 問題を 多数解

く こ と に よ っ て グ ロ ーバ ル 最適解 を 求め る。

　以 上 の 方 法 は ，変形 を拡 大す る た め の 加 力点 と出力点 の 相対変

位制約 を 付 加 した こ と以外 は，藤 井 らの 示 し た方 法
10川 と同様で

あ る。しか し，こ の 方法 にはい くっ か の 問 題点 が ある。1 つ は，
こ の よ うな 方法 で 得 られた最 適解 か ら実際の メ カ ニ ズ ム を制作す

る と，解析 どお りに動か ない 場合 が あ る とい う こ と で ある
12）。こ

れ は，グ ラ ン ドス トラ クチ ャ
ーの 解 析 が 微 小 変 形理 論 に もとつ く

ため で あ る 。例 え ば，微 小 変 形 理 論 で は ，部 材 角が 生 じて も部材

長 さが 変化 しな い が，こ れが リ ン ク機 構 を 制 作 した 時の 変形 拘束

の 原 因 と な る 。こ の よ うな問 題 を 解 決 す る た め に大変 形 理論 に も

と つ く位 相 最 適 化手 法 も い くつ か提 案 され て い る が
13）’15），多峰性

問題 の 場 合 ，計算 時 間が 膨大 とな り，実用 的で は な い 。そ こ で，
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本論文では，多峰性問題であることを逆に利用して，初期値の異

なる局所最適解の骨組構造の大変形解析を簡易的に行うことで部

材長さの変化を計算し，部材長さが変化する局所最適解をグロー

バル最適解（複数の局所最適解の中で目的関数値が最小となる解）

の候補に残さない方法を提案する。他の 1 つの問題は，設計変数

の初期値の与え方である。初期値を単に乱数で与える方法では，

グローバル最適解の収束が非常に遅いため，藤井ら 10),11),12)は，そ

れまでに得られている最も良い解をもとに次の問題の初期値を与

える方法を用いている。しかし，さらに合理的な方法として，局

所最適解の適応度を評価することで，優秀な初期値群を，GA を利

用して生成することも考えられる。そこで，本論文では，このよ

うな 2 つの方法を比較することで，GA による初期値生成法の有効

性を検討する。 

 以下，本論文第 2 章では，グランドストラクチャー法によるリ

ンク機構の創生理論を示す。第 3 章では，本論文に示す最適化問

題が多峰性問題であることを示し，グローバル最適解の探査法を

示す。また，大変形時の変形拘束の原因となる部材長さの変化に

対する処理法を示す。第 4 章では，ラーメン構造内部に制震機構

を想定したリンク機構を創生する例題で，本論文で提案する手法

の有効性を検討する。第 5 章では，以上の結論を述べる。 

 

２． リンク機構創生理論 

2.1 位相最適化問題の定式化 

 リンク機構を創生するための位相最適化問題の例として，図 1

の Case1 に示すラーメン構造内に制震機構を創生する問題を考え

る。図 1 の例題は， 1P 点（入力点）に加わる水平荷重 F により，

2P 点（出力点）に鉛直上向の変位を生じさせるリンク機構を創生

する問題である。なお，ここでは， 2P 点と柱脚間の梁との間に減

衰装置を設置することを想定している。図中のラーメン構造内部

の部材群が，リンク機構を創生するための背景構造（グランドス

トラクチャー）で，リンク機構を創生する場合は，背景構造の接

合部はピン接合とし，部材には軸力のみが働くものとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 位相最適化問題の定式化を説明するための例題 

創生されるリンク機構の必要条件としては，まず， 2P 点の変位

が確保されることと， 1P 点の変位が 2P 点で拡大されることが挙げ

られる。後者の条件は，減衰効率の高い制震機構を創生するため

に必要である。次に， 2P 点に減衰装置（ダンパー）が装着される

ものとすると， 2P 点を引き上げるための力がラーメン構造から十

分に伝えられる必要がある。この条件を満足させるためには，図

1 の Case3 に示すように， 2P 点を変位方向に拘束した場合に 1P 点

の外力に対する剛性を確保する必要があり，また，逆に Case4 に

示すように， 1P 点を外力方向に拘束した場合に 2P 点の変位方向の

外力に対する剛性を確保する必要がある 7)。以上の条件を満たす

骨組構造を図 1 に示す背景構造から浮かび上がらせる。 

 背景構造から目的のリンク機構を創生する最適化問題を定式化

すると次のようになる。 

   3 4min C C  
   (1) 

where 

 1 2, , , , ,i N       (2) 

subject to 

  0 max

1

1
N

i i i
i

V A l V


    （体積制約） (3) 

 min 21 max
out outd C d   （絶対変位制約） (4) 

 
 
21

min max
inout inout1

C
r r

C F
 




 （相対変位制約） (5) 

 0 1 1, ,i i N     （設計変数制約） (6) 

ここに， 0 ,i iA l は背景構造の i 番目部材の初期断面積と長さ， i は

i 番目部材の設計変数， N は背景構造の部材数， maxV は背景構造

の部材総体積の上限値， min max
out out,d d は出力点の変位の上下限値，

min max
inout inout,r r は入力点と出力点の相対変位の上下限値を表す。また，

3 4,C C は，Case3 と Case4 の外力 F のなす仕事量で， F が一定の

場合，外力作用点の変位に比例することからコンプライアンス（撓

性：剛性の逆数）と呼ばれている。 21C は， 2P 点の鉛直上方の変

位を表すコンプライアンスで，Case2 の 2P 点の外力に Case1 の 2P

点の変位を掛けた仕事量を表す。また， 1C は，Case1 のコンプラ

イアンスを表す。以上の各コンプライアンスは次式から計算され

る。 
1 Case1 (1) (1)

P1

3 Case3 (3) (3)
P1

T

T

C F u

C F u

  

  

d Kd

d Kd  

21 Case1 (2) (1)
P2

4 Case4 (4) (4)
P2

1 T

T

C v

C F v

  

  

d Kd

d Kd  (7) 

ここに， P1 P2,u v は，各 Case の 1 2P , P 点の x 方向変位と y 方向変位

を表す。また，K は構造全体の剛性マトリクス， (1) (2) (3) (4), , ,d d d d

は，図 1 の Case 1～Case 4 の問題を有限要素法で解いた時の節点

変位ベクトルを表す。なお，(1), (4), (5)式等をコンプライアンスで

表すのは，後に示す感度解析を容易にするためである。 

 また，各 Case の問題を解く場合，背景構造の i 番目部材の要素

剛性マトリクスは，次式の断面積 iA を用いて計算する 16)。 

    2 01 1 1 1, ,i i iA A i N       (8) 

(8)式は円の方程式となっており， i が 0 の時は 0
i iA A ， i が 1

の時は 0iA  となるが，例えば i が 0.5 の場合は， 00.134i iA A と
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なり，体積計算に用いられる断面積 00.5 iA よりも小さくなる。す

なわち，(8)式を用いると，背景構造の剛性を高めるためには，設

計変数が 0 または 1 に分かれる方が有利となる。これは，位相最

適化問題では，部材の有無（設計変数の 0/1）により最適位相を求

めることが理想であるが，ここでは連続緩和によって 0/1 以外の

値も許容しているため，できるだけ最適解の設計変数が 0/1 にな

るようにする方法の一つである 16)。 

2.2 最適化問題の解法 

(1)～(6)式の最適化問題は，非線形性が強く，収束解が得られに

くい。したがって，解の収束に関してロバスト性の高い SLP 法（逐

次線形計画法）を用いて解く。 

SLP 法では，まず，(1)式および(3)～(6)式を第 k ステップの解の

近傍でテーラー展開し，その１次項のみを採用する。この場合，

(1)式および(3)～(6)式は次式のように書き換えられる。 
3 4

1 1

min
N N

i i
i ii i

C C 
 

 

  
     

 
 (9) 

subject to 

 max ( )

1

N
k

i
i i

V
V V




  

   (10) 

   
21

min 21 ( ) max 21 ( )
out out

1

N
k k

i
i i

C
d C d C




    

   (11) 

  
    

  
  

21 1
1 21
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inout inout

21 11
1

k k
N

i i
ik k

i

C C
C CC Cr r

F FC CC

  


  
       

 
  
 


 

 
 (12) 

 ( ) ( )max , min 1 , 1, ,k k
i i i i N                   (13) 

ここに， i は設計変数の増分値，  の上添え字 ( )k は第 k ステ

ップの解であることを表す。また，  は設計変数の変動幅を規定

するものでムーブリミットと呼ばれる。本論文では， 0.1  とし，

収束が始まったら 1.1 で割ることにより徐々に小さくしている。

また，(9)～(12)式中の設計変数に関するコンプライアンスおよび

体積の感度係数は次式から求められる。 

3 4
(3) (3) (4) (4) 0

21 1
(2) (1) (1) (1)

, ,

,

T Ti i
i i i i i i

i i i i i

T Ti i
i i i i

i i i i

C C V
A l

C C

    

   

   
     

    

  
   

   

k k
d d d d

k k
d d d d

 (14) 

ここに， ,i ik d は， i 番目要素の剛性マトリックスと節点変位ベク

トルである。 

(9)～(13)式は， i が十分小さいとすれば，線形計画問題と見

なせるため，シンプレックス法を用いて解くことができる。そし

て，得られた増分解を第 k ステップの設計変数に加え，これを 1k 

ステップの解として同様の計算を繰り返す。そして，すべての設

計変数の増分解が十分 0 に近くなった時点で収束と見なし，最適

解が求まる。本論文では，50 ステップ改修計算を行っている。 

 

３． グローバル最適解の探査法 

3.1 多峰性問題の解法 

(1)～(6)式の最適化問題は，(2)式の  の初期値によって最適解が

変化する多峰性問題となる 10)。例えば，図 2 は，後の 4.1 節に示

す解析例で，  の初期値を乱数で変化させて，300 の異なる初期

値に対する最適化問題を解き，それぞれの最適解の目的関数値

( 3 4C C )をプロットしたものである。図に示すように， の初期

値によってそれぞれの最適解の目的関数値が異なることがわかる。

また，図中に示した太線は，初期値の異なる問題を解くごとに見

つかった最小の目的関数値を結んだものであるが，初期値の異な

る問題を数多く解くことによって，より目的関数値が小さい最適

解が求まることがわかる。なお，以下では，各初期値に対する最

適解を局所最適解と呼び，その局所最適解の中で最小の目的関数

値となる解をグローバル最適解と呼ぶことにする。 

 このような多峰性問題の解法としては，GA（遺伝的アルゴリズ

ム）などの発見的方法を用いることも考えられるが，位相最適化

問題の場合，設計変数の数が非常に多くなるため計算効率がよく

ない。したがって，藤井ら 10)は，複数の異なる初期値に対する最

適化問題を解いて，目的関数がより最小となる最適解を探査する

方法を用いている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 グローバル最適解を求めるための計算フロー 
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図 3 は，本方法の計算アルゴリズムを示している。まず，設計

変数の初期値を乱数で生成し，2 章に示した方法により局所最適

解を求める。得られた局所最適解の内，制約条件の満足度によっ

て選別を行い，選別の判定に合格し，かつ目的関数値が，これま

での解より小さいならばグローバル最適解を更新する。以上の計

算を指定した回数繰り返すことにより，グローバル最適解を得る。 

3.2 初期値の生成法 

 設計変数の初期値を単に乱数で与える方法では，グローバル最

適解の探査効率がよくない。そこで，本論文では，設計変数の初

期値をそれまでに得られている最も優秀な局所最適解を利用して

生成するエリート戦略的方法と，GA を用いて生成する方法を示

し，次章でその有効性を検討する。 

a) エリート戦略的方法 

 エリート戦略的方法では，それまでに得られている最も優秀な

局所最適解の半分の部材を乱数で選定し，その部材の設計変数が

0.1 以下の場合には 0.9 に，それ以外は 0 に変更する。また，乱数

で選択されなかった部材の設計変数はそのままにする。また，乱

数による選択数は，異なる初期値に対する最適化問題を 50 以上解

いた時点で 1/4 に，100 以上解いた時点で 1/8 に減じ，それ以降は

1/8 とする。そして，以上の方法で生成された設計変数に背景構造

の部材の総体積が上限値 maxV に等しくなるように均等な倍率を

掛け，次ステップの設計変数の初期値とする。 

b) GA を用いる方法 

 GA を用いる方法では，まず，設計変数の初期値集団を乱数によ

り生成し，SLP 法による解析により，各初期値に対する局所最適

解を求める。ただし，生成された設計変数には，背景構造の部材

の総体積が上限値 maxV に等しくなるように均等な倍率を掛ける。

次に，得られた局所最適解から次世代の初期値を生成する。具体

的には，局所最適解の設計変数が 0.7 以上の場合を 1 とし，それ

以外を 0 として設計変数の遺伝子を作る。次に，それぞれの局所

最適解の目的関数値を各初期値に対する適応度とし，ルーレット

方式による淘汰を行う。淘汰をパスした初期値同士を交叉し，次

世代の初期値の遺伝子とする。次に，この 2 世代目の初期値集団

から，SLP 法により局所最適解を求め，得られた局所最適解から

次世代の初期値を生成する。以上の過程を繰り返して，より適応

度の高い最適解を探査する。ただし，交叉は 1 点交叉とし，交叉

率は 0.6 とする。また，突然変異率を 0.05 とする。また，交叉し

た設計変数は，体積制約の上限値 maxV を超える場合があるので，

このような場合は，再度背景構造の総体積が上限値 maxV に等しく

なるように均等な倍率を掛ける。また，この場合もエリート戦略

を導入し，初期値集団の個体数の 1/2 は，適応度の高いものを残

す（淘汰しない）。 

3.3 局所最適解の選別 

 SLP 法で求められた局所最適解には，生成された初期値によっ

て，制約条件を満たす解が見つからない場合がある。したがって，

このような解は，目的関数値が良くてもグローバル最適解として

採用しないようにする必要がある。本論文では，(4), (5)式の制約

条件で，局所最適解が次式を満足しない場合には，グローバル最

適解を更新しないようにしている。 

 
 

 

min 21 opt max
out out

21 opt

min max
inout inout1 opt

0.8 1.2

0.8 1.2

d C d

C
r r

C F

   

   







 (15) 

ここに， opt は局所最適解の設計変数を表す。なお，(15)式では，

上下限値に 2 割のトレランスを設定している。また，(3)式の体積

制約はほとんどの場合満足されるため，このような判定は省略し

ている。 

 また，本手法では，背景構造の解析を微小変形理論にもとづく

有限要素法で行うため，実際にリンク機構の模型を作成した場合，

変形拘束が生じて，解析どおりの動きをしない場合がある 12)。こ

の原因の多くは，微小変形理論では，部材と直交方向の変位によ

って部材角が生じても部材長さが変化しないと仮定しているが，

実際には部材長さが変化し，部材の軸方向の剛性によって変形が

拘束されることによる。例えば，図 4 に示すような構造では，微

小変形理論では，節点 B で大きな変位が生じ（実際には解けない），

部材 AB, AC には軸力は働かない。しかし，大変形時には，部材

の軸力によって変形は拘束され，大きな変位は生じない。これが

リンク機構の変形拘束の原因となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 大変形時の変形拘束の原因 

 

このような変形拘束を生じさせないためには，背景構造を大変

形理論にもとづく解析法で解析すれば良いが，この場合，最適化

計算の繰り返しと異なる初期値に対する繰り返しに加えて，大変

形解析の繰り返し計算が必要になるため実用的ではない。そこで，

本論文では，局所最適解に対して，大変形時の部材の軸力を近似

的に計算し，大変形時に大きな軸力を生じる部材があれば，グロ

ーバル最適解の候補に残さない方法を用いる。 

 大変形時の軸力を近似的に求めるために，まず，局所最適解の

骨組構造を，図 1 の Case1 の条件で解析を行う。ただし，この場

合は，大変形を生じさせるために，荷重に倍率を掛けて大きくす

る。そして，得られた節点変位を元の節点座標に加えることによ

って，新たな節点座標を求める。この新たな節点座標からすべて

の要素の長さを計算し，これから大変形時の軸力を次式から計算

する。 

L
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
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ただし， L
iP は大変形時の軸力， L

il は新たな節点座標から計算さ

れた要素長さを表す。リンク機構では，大変形時にも部材の軸力
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は生じないため，(16)式から得られる軸力が大きくなれば，大変形

時に変形拘束が生じる可能性が高い。そこで，本論文では，次式

の係数 

 1 21 max , , , , ,L L L L
P i Nr P P P P F     (17) 

を計算し，これを(1)式の目的関数値  3 4C C に掛けることで，局

所最適解の目的関数を評価する。ただし，(17)式の F は加えた外

力値を表す。したがって， Pr が大きくなれば，グローバル最適解

は更新されない。なお，本論文では，(16)式の軸力計算では原問題

の 1 万倍の荷重を与えている。  

 

４．解析例 

4.1 解析モデル 

解析例として，図 5 に示す問題の解析を行う。本問題は，梁に

加わる水平力によって，P2 点を引き上げるリンク機構を求めるも

のである。設計対象は，柱・梁ラーメン構造内のトラス構造で，

部材の初期断面積はすべて同一とする。また，ヤング係数を 10000，

柱・梁の断面積を 10000，断面 2 次モーメントを 795.8，背景構造

の部材は，初期断面積を 100 として解析を行っている。なお，部

材の材料・断面定数は，最適位相にほとんど影響しないため適当

な値を与えている（単位も省略）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 解析モデル 

 

4.2 大変形時の変形拘束の検討 

 まず，図 5 の問題で，(17)式を用いた局所最適解の選別の有効性

を検討する。ただし，初期値生成法は，3.2 節 a)の方法を用いる。 

 図 6，図 7 は，同じ解析条件の下で，(17)式によるペナルティを

課した場合と課さない場合のグローバル最適解の位相と解析上の

変形を示している。ただし，(3)式の maxV は 14000，(4)式の min max
out out,d d

は 0.01 と 1，(5)式の min max
inout inout,r r は 3 と 10 で与えている。また，初

期値の異なる最適化問題は 1500 回解いている。図より，どちらの

解もほぼ制約条件を満足し変形拡大が得られていることがわかる。 

また，図 8, 図 9 は，それぞれの最適解を参考にして作成した模

型の変形前と変形後の写真を示している。ただし，模型では，大

変形を実現するため，ラーメン構造の柱・梁接合部はピン接合と

している。図 8, 9 から，図 6 から得られたメカニズムでは変形拘

束が生じるのに対して，図 7 から得られたメカニズムでは大きな

変形まで拘束が生じないことがわかる。このことから，(17)式の条

件を加えることで，変形拘束を回避でき，より大きな変形に対応

できるメカニズムが創生されることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

図 6 解の位相と変形（大変形を考慮しない場合） 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 解の位相と変形（大変形を考慮した場合） 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 8 図 6 の解を参考に作成した模型とその変形 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 図 7 の解を参考に作成した模型とその変形 

 

4.3 初期値の生成法に関する検討 

 次に，3.2 節 b)に示した GA による初期値生成法の有効性を検討

する。GA においても，(17)式を固体の適応度として考慮する。 

図 10 は，前節と同じ解析条件の下で，3.2 節 b)の GA を用いた

方法で初期値生成を行った場合の優秀な局所最適解群から 3 個を

選択して示したものである。ただし，本解析では，初期値の個体

数は 20 とし，1000 世代の更新を行っている。これは，初期値の

異なる最適化問題を 20×1000=20000 回解くことに相当する。計算

時間は，Pentium M 1.8GHz のパソコンで約 10 時間であった。 

図中の No は，適応度の順位を示している。なお，適応度が高

くても，部材数が多く複雑な機構となっているものもあり，ここ

では，よりシンプルな機構となっていた No.2, 6, 13 を採用してい

る。また，図には，これらの位相をもとに作成した模型とその左

右両方向の変形挙動を示している。図より，いずれの模型も変形

拘束を起こしていないことがわかる。また，これらの図より，GA
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による初期値生成法では，一度の解析で，多様な解が得られるこ

とがわかる。実際の製品開発では，本最適化問題では考慮されて

いないヒンジの数や制作の容易さなどが必要となるため，多様な

解から目的のものを選択することが必要になる。したがって，こ

のような観点からすれば，3.2 節 a)の方法よりも，3.2 節 b)の GA

による初期値生成法は有利であると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 GA による初期値生成法で得られた優秀な解とその模型 

５．まとめ 

 本論文では，制震技術への応用を目的として，位相最適化手法

を利用したリンク機構の創生法を提案し，ラーメン構造内にリン

ク機構を創生する例題により，その有効性を検討した。その結果，

本方法により，ラーメン構造の変形を拡大するリンク機構を創生

することが可能であることが確かめられた。 

また，本方法の最適化問題は，多峰性問題となるため，グロー

バル最適解の探査法として，2 種の設計変数の初期値生成法を示

し，その有効性を検討した。その結果，どちらの方法も効率のよ

い探査が可能であるが，多様な解を得ようとする場合は，GA によ

る初期値生成法が有利であることがわかった。 

また，本方法の構造解析が微小変形理論にもとづくために生じ

る大変形時の変形拘束の問題は，局所最適解の選別で，近似的な

大変形解析時の軸力を評価することで解決できることが示された。 

 本方法は，これまでに考えられていない新しいリンク機構を創

生することができるため，制震装置の他にも様々な応用が期待さ

れる。 
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1 ．は じ め に

　近 年，東海沖，南海沖 地震 な ど の 大 地 震 に 備 え て 既存 建 物 の 耐

震改 修が 重 要な課 題 とな っ て い る。こ の よ うな耐震改修 の 主 なも

の に は ，ブ レ ース や耐震 壁 を付加す るこ とに よ っ て 建物 の 剛性 を

高め る耐震一L法 と，制震 ダ ン パ ーを付加 す る こ とに よ っ て 建物の

減衰 性 を 高め る制震 工 法が あ る。特 に ，最近で は ，制震 工 法 の 発

展が め ざ ま し く．様 々 な形態 の もの が 提 案 され て い る 。

　既 存建物 の 耐震 ・制 震工 法で は，設 置 で きる壁 面等が 限 られて

い るた め ，小 ス ペ ース で 効率の よ い 装置 の 開発 が 望まれ て い る 。

こ の た め ，石 丸，久保 田 ら
14 〕

は ，トグル 機 構 を利 用 して 変 形 を拡

大す る制 震装置を開発 し ，実用化 し て い る。

　 こ の よ うな背景 か ら，藤井，原 田，平 田
5）
は，さ らに 減衰効率

の 高 い 制 震機構 を開 発す るこ とを 目的 と して ，位 相最適 化手 法を

こ の よ うな制震機構 の 創生 に用 い る こ とを提案 し，骨組 をべ 一
ス

とす る リン ク 機構創 生 法 を開発 し て い る。こ の よ うな方 法 に よ り ，

柱 ・梁 か らな る ラ
ー一

メ ン 構 造 内 部 に ラ
ー

メ ン の 変形 を拡 大 す る

様 k な機 構 を創生 す る こ と が 可能 に な っ た 。し か し なが ら，最近

で は ，天 井裏 な ど の さ ら に 小 ス ペ ース の 減衰機 構の 開発が 目 指 さ

れ て お り
ti）、こ の よ うな 小 ス ペ ー

ス の 問題 で は，骨 組 をべ 一
ス と

す る 手法 で は シ ン プ ル な機 構 が 得 られ に くい とい う問 題 が 生 じ た。

　 そ こ で ，本 研 究 で は，連続 体を べ 一
ス とす る 手 法 に よ り，制 震

機 構 を創 生 す る こ と を試 み る。連続 体 をべ 一
ス に す る機 構 創 生 法

は，菊 池 ら
T）
の 提 案 した位相 最適化 手 法 を発 展 させ た 方法 が，西

脇 ら
s’L°）

に よ っ て 提 案 され て い る。ま た ，藤井 ら
n ＞は ，目的 関数 と

位相 の 鮮明 化 を行 うフ ィ ル タ リン グ 法 を改 良す る こ と で ，よ り明

確な位相 を求 め る方 法 を提案 して い る。さらに，最近 で は ，細 山，

西脇 ら
Tl）

が，従来 の 方 法を改良 し，よ り安 定的な解法 に発 展 させ

て い る。

　 し か し なが ら，こ れ ま で の 方法で は，制約 条件や 目的関 数 の 重

み 係 数等 をか な り 試行錯誤 し なけ れ ば指 定 した 方 向 に 変位 を 生 じ

させ る明解 な位相 が 得 られ な い 場 合が 多か っ た。藤 井 ら
5〕
は，骨

組 をベ ース とす る手 法 で，こ の よ うな原 因 は，機 構 を 生 成 す る 最

適化問題 が初 期値 に 依 存する 多峰性問題 で あ る た め と考え，初期

値 を変化 させ て ，よ り最 適な解 を探査 す る こ と で ，多様 な制 約条

件 下 で も明解な位 相が得 られ る こ と を示 した。
　 そ こで，本 研 究 で は，骨組 を べ 一ス とす る手 法 で 提案 した 方法

を連続 体をべ 一
ス とす る 方法に 適用 し，制約条件 に 対 して ロ バ ス

ト性 の 高い 機構創生 手 法 を開発す るE そ して，こ の 方法 に よ り，
小 ス ペ ー

ス の 制震機 構 の 創生 を試 み る。

　 以 下 ，本 論 文 第 2 章で は，連 続 体 の 位 相最適化 手 法に よ る機構

の 創 生 理 論 を示 す．．第 3 章で は，本 論 文 に示 す最 適化問題が 多峰

性 問題 で あ る こ と を示 し ，グロ
…バ ル 最適解 の 探 査法 を示 す。第

4 章で は ，ま ず，基本 的な 例 題 に よ り．本論文 の 提案手 法 の 有効

性 を検 証 し，次 に ，ラ
ー

メ ン 構造 内部 の 限 られ た ス ペ ー
ス に 制震

機構 を創生 す る例題 に よ り，これ ま で に ない 変位 拡大機構 が 創生

で き るこ と を示す。第 5 章で は ，以上 の 結論 を述べ る。

1
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２． 連続体の位相最適化手法による機構創生理論 

2.1 位相最適化問題の定式化 

 制震機構を創生するための位相最適化問題の例として，図 1 の

Case1 に示すように，ラーメン構造内の限られた領域（グレー部分）

に制震機構を創生する問題を考える。図 1 の例題は， 1P 点（入力

点）に加わる水平荷重 F により， 2P 点（出力点）に水平左向の変

位を生じさせるリンク機構を創生する問題である。なお，ここで

は， 2P 点と柱の間に減衰装置（ダンパー）を設置することを想定

している。図中のラーメン構造内のグレー部分が，機構を創生す

るための設計領域で，本論文では，2 次元平面応力要素で有限要

素分割を行う。また，ラーメン構造の柱・梁は，はり要素で分割

し，設計領域境界部で平面応力要素と節点を共有することで連続

性を確保する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 位相最適化問題の定式化を説明するための例題 

 

創生される機構の必要条件としては，まず， 2P 点の変位が確保

されることと， 1P 点の変位が 2P 点で拡大されることが挙げられる。

後者の条件は，減衰効率の高い制震機構を創生するために必要で

ある。次に， 2P 点に減衰装置が装着されるものとすると， 2P 点に

繋がるダンパーを動かすための力がラーメン構造から十分に伝え

られる必要がある。この条件を満足させるためには，図 1 の Case3

に示すように， 2P 点を変位方向に拘束した場合に 1P 点の外力に対

する剛性を確保する必要があり，また，逆に Case4 に示すように，

1P 点を外力方向に拘束した場合に 2P 点の変位方向の外力に対す

る剛性を確保する必要がある 12)。以上の条件を満たす機構を図 1

に示す設計領域内に創生する。 

 設計領域に目的の機構を創生する最適化問題を定式化すると次

のようになる。 

   3 3 4 4min C C C C  
   (1) 

where 

 1 2, , , , ,i N       (2) 

subject to 

  max

1

1
N

i
i

m m


    （総密度制約） (3) 

 min 21 21 max
out outd C C d   （絶対変位制約） (4) 

    min 21 1
inoutr C C F    （相対変位制約） (5) 

 minG G   （フィルタリング制約） (6) 

 0 1 1, ,i i N     （設計変数制約） (7) 

ここに， i は i 番目要素の設計変数（  1 i は要素密度に相当），

N は設計領域の要素数， m と maxm は設計領域の総密度とその上

限値（要素体積は均一としている）， min max
out out,d d は出力点の変位の

上下限値， min
inoutr は入力点と出力点の相対変位の下限値を表す。ま

た， 3 4,C C は，Case3 と Case4 の外力 F のなす仕事量で， F が一

定の場合，外力作用点の変位に比例することからコンプライアン

ス（撓性：剛性の逆数）と呼ばれている。 21C は， 2P 点の水平変

位を表すコンプライアンスで，Case2 の 2P 点の外力に Case1 の 2P

点の変位を掛けた仕事量を表す。また， 3 4 21, ,C C C は，無次元化

に用いている定数で，本論文では，総密度制約下で，すべての要

素密度が均一の場合のコンプライアンス（絶対値）を用いている。

また， 1C は，Case1 のコンプライアンスを表す。以上の各コンプ

ライアンスは次式から計算される。 

1 Case1 (1) (1)
P1

3 Case3 (3) (3)
P1

T

T

C F u

C F u

  

  

d Kd

d Kd  

21 Case1 (2) (1)
P2

4 Case4 (4) (4)
P2

1 T

T

C u

C F u

  

  

d Kd

d Kd  (8) 

ここに， P1 P2,u u は，各 Case の 1 2P , P 点の x 方向変位を表す。また，

K は構造全体の剛性マトリクス， (1) (2) (3) (4), , ,d d d d は，図 1 の

Case 1～Case 4 の問題を有限要素法で解いた時の節点変位ベクト

ルを表す。なお，(1), (4), (5)式等をコンプライアンスで表すのは，

後に示す感度解析を容易にするためである。また，(6)式の G は結

果の位相がチェッカーボード状の密度分布になることを防ぐため

のフィルタリング関数で，次式で定義される 11), 13)。 

    
1 1

1
1 1

isN

i j i j
i j

G
N

   
 

          
   (9) 

ただし，(9)式の j は i 番目の要素と辺を共有する要素の設計変数

値で， is は辺を共有する要素数を表す。本論文で扱う 2 次元問題

の場合，内部の要素では 4is  ，端の要素では 3is  ，隅の要素で

は 2is  となる。また，  0 1G  となる。(6)式の minG は G の下

限値で，0.7～0.9 程度に設定するとチェッカーボードが減少する。 

 また， i 番目要素の要素剛性マトリクス ik は次式によって計算

されるものとする。 
e

i i ik k  (10) 

ここに， e
ik は i 番目要素の平面応力要素剛性マトリクスで， i は

次式で定義される密度関数である 14)。 

   2
1 1 1 1, ,i i i N        (11) 

(11)式は円の方程式で， i が 0 と 1 の時は 1i  と 0i  となるが，

例えば i が 0.5 の場合は 0.134i  となり， 0.5 よりも小さくな

る。すなわち，設計領域の剛性を高めるためには，設計変数が 0

と 1 に分かれる方が有利になる。これは，位相最適化問題では要

素密度の 0/1 により最適位相を求めることが理想であるが，ここ

2P1

Case 2
x

y

F
1P

(Output)
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では連続緩和によって 0/1 以外の値も許容しているため，できる

だけ最適解の要素密度が 0/1 になるようにする方法の一つである。 

2.2 最適化問題の解法 

(1)～(7)式の最適化問題は，非線形性が強く，収束解が得られに

くい。したがって，解の収束に関してロバスト性の高い SLP 法（逐

次線形計画法）を用いて解く。 

SLP 法では，まず，(1)式および(3)～(7)式を第 k ステップの解の

近傍でテーラー展開し，その１次項のみを採用する。この場合，

(1)式および(3)～(7)式は次式のように書き換えられる。 
3 4

3 4
1 1

1 1
min

N N

i i
i ii i

C C

C C
 

 
 

  
     

 
 (12) 

subject to 

 max ( )

1

N
k

i
i i

m
m m




  

   (13) 

   
21

min 21 ( ) 21 max 21 ( ) 21
out out21

1

1 N
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i
i i

C
d C C d C C

C





    

   (14) 

     
min min21 1

1 21inout inout

1

N
k k

i
i i i

r rC C
C C

F F


 

  
      

   (15) 

 min ( )

1

N
k

i
i i

G
G G 




  

  (16) 

 ( ) ( )max , min 1 , 1, ,k k
i i i i N                   (17) 

ここに， i は設計変数の増分値，  の上添え字 ( )k は第 k ステ

ップの解であることを表す。また，  は設計変数の変動幅を規定

するものでムーブリミットと呼ばれる。本論文では， 0.1  とし，

毎ステップ 1.1 で割ることにより徐々に小さくしている。また，

(12)～(16)式中のコンプライアンス，総密度，フィルタリング関数，

および(11)式の密度関数の感度係数は次式から求められる。 
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    


d k d d k d

d k d d k d  (18) 

ここに， id は i 番目要素の節点変位ベクトルである。 

 (12)～(17)式は，シンプレックス法を用いて解くことができる。

そして，得られた増分解を第 k ステップの設計変数に加え，これ

を 1k  ステップの解として同様の計算を繰り返す。本論文に示す

解析例では 30 ステップ改修計算を行っている。 

 

３． グローバル最適解の探査法と出力点の設定法 

3.1 多峰性問題の解法 

(1)～(7)式の最適化問題は，(2)式の  の初期値によって最適解が

変化する多峰性問題となる。例えば，図 2 は，後の 4.1 節に示す

解析例で， の初期値を乱数で変化させて，50 の異なる初期値に

対する最適化問題を解き，それぞれの最適解の目的関数値

（ 3 3 4 4C C C C ）をプロットしたものである。図に示すように，

 の初期値によってそれぞれの最適解の目的関数値が異なること

がわかる。なお，以下では，各初期値に対する最適解を局所最適

解と呼び，その局所最適解の中で最小の目的関数値となる解をグ

ローバル最適解と呼ぶことにする。 

 このような問題で，グローバル最適解を求める方法として，多

数の異なる初期値に対する最適化問題を解いて，目的関数がより

最小となる最適解を探査する方法が考えられる 5)。図 3 は，本方

法の計算フローを示している。まず，設計変数の初期値を乱数で

生成し，2 章に示した方法により局所最適解を求める。得られた

局所最適解の内，制約条件の満足度によって選別を行い，選別の

判定に合格し，かつ目的関数値が，これまでの解より小さいなら

ばグローバル最適解を更新する。以上の計算を指定した回数繰り

返すことにより，グローバル最適解を得る。 

なお，本論文では，混合合同法による図 4 のプログラムにより

乱数を生成している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 2  の初期値を変化させた場合の 3 3 4 4C C C C の最適値 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 グローバル最適解を求めるための計算フロー 

 

 

 

 

 

 

図 4 混合合同法による乱数の生成プログラム 
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Function RAND(I) 

I = 843314861*I+453816693 

if( I.lt.0 ) I = ( I+2147483647 ) + 1 

RAND = float(I)*4.656612873d-10 

return 

end 
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3.2 初期値の生成法 

 設計変数の初期値を単に乱数で与える方法では，グローバル最

適解の探査効率がよくない。そこで，藤井ら 5)は，設計変数の初

期値をそれまでに得られている最も優秀な局所最適解を利用して

生成するエリート戦略的方法と GA を用いて生成する方法を提案

している。後者の GA を用いた探査法では，複数の優良な解を得

ることができる反面，多数の解を交差して次世代の解を生成する

ため，最低限の解析回数が多くなる。一方，前者の方法では，1

つの解を手がかりに最適解を探していくため，より速く優良解を

見つけることができるが，最適解が最初に見つかった優良解に依

存してしまうという問題がある。そこで，本論文では，前者の 1

つの解をもとに探査する方法に SA（Simulated Annealing）の手法

を加える。 

 本方法は，異なる初期値に対する解析で，それまでに得られて

いる優良な局所最適解（ better ）に対して，1/4 の要素を乱数（図

4）で選定し，その要素の設計変数が 0.1 以下の場合には 0.9 に，

それ以外は 0.1 に変更する。また，乱数で選択されなかった要素

の設計変数はそのままにする。そして，以上の方法で生成された

設計変数に設計領域の総密度が上限値 maxm に等しくなるように

均等な倍率を掛け，次ステップの設計変数の初期値とする。ただ

し， 優良な局所最適解（ better ）は，SA の式を用いて，次式によ

り選択されるものとする 15)。 

 betterIf 1 or then nQ Q RAND     (19) 

ここに， 

  
 

best

1 1
;

exp 1

n

n

E f
Q E

E T E f

      
 (20) 

ここで， Q は置換確率を表し， n は異なる初期値に対する解析ス

テップ数， E は評価値の改悪量，  nf は n ステップの目的関数値，

bestf は 1n  ステップまでに得られている最小の目的関数値， 
 nT は n ステップの温度， RAND は乱数（図 4）を表す。ただし，

本論文では，温度  nT は次式で更新するものとする 15)。 

   1 0.8n nT T   (21) 

また，  0T は，改悪解が全体の解析で 3～5 回程度選択されるよう

に問題ごとに設定する。なお，本論文では，図 4 の乱数発生の引

数 I は 7n で与えている。 

 また，各ステップの局所最適解は，目的関数値が小さい順に 10

番目までを保存するものとする。ただし，ほぼ同位相の解の保存

を避けるため，すでに保存されている解（設計変数）との差の平

均値が 0.2 以下のものは保存しないものとする。 

 

3.3 局所最適解の選別 

 SLP 法で求められた局所最適解には，生成された初期値によっ

て，制約条件を満たす解が見つからない場合がある。したがって，

このような解は，目的関数値が良くてもグローバル最適解として

採用しないようにする必要がある。本論文では，(4), (5)式の制約

条件で，局所最適解が次式を満足しない場合には，グローバル最

適解を更新しない（初期値生成にも採用しない）ようにしている。 

 
    

min 21 opt 21 max
out out

min 21 opt 1 opt
inout

0.5 2

0.5

d C C d

r C C F

   

 



 
 (22) 

ここに， opt は局所最適解の設計変数を表す。なお，(22)式では，

(19)式の最初の better をより早く見つけるため，上下限値に 5 割の

トレランスを設定している。また，(3)式と(6)式の制約はほとんど

の場合満足されるため，このような判定は省略している。 

3.4 出力点の設定法 

 効率のよい制震機構を創生するには，ダンパーの起点となる図

1 に示す 2P 点（出力点）をどこに設定し，どの方向に動かすかが

鍵となる。これまでは，この出力点の設定を手探りで行っていた

が，本論文では，このような出力点の設定を補助するプログラム

を別に開発した。本プログラムでは，ユーザーが複数の位置・方

向に出力点を設定すると，その一つ一つについて同じ制約条件下

で図 3 に示す解析を行い，それぞれのグローバル最適解を保存す

る。ユーザーは，それぞれの出力点に関する目的関数値を比較し，

どのように出力点を設定すれば，より剛性の高い機構を得ること

ができるかの情報を取得できる。そして，これをもとに出力点の

位置と方向を決定し，詳細な解析を行う。なお，詳細解析を行う

プログラムでは出力点は固定し，複数点を同時に動かすことがで

きるようにしている。 

 

４．解析例 

4.1 基本的な例題 

まず，本解析法の有効性を確かめるため，図 5 に示す基本的な

例題の解析を行う。本問題は，P1 点に加わる鉛直下向きの力によ

り，P2 点を引き上げる機構を求めるものである。本問題は，P2 点

の変位方向が力の方向と逆になるため，位相を求めることが難し

い問題である。設計領域の分割数は 30×20 分割として，要素板厚

は 1cm，ヤング係数は 20580kN/cm2，ポアソン比は 0.3 としている。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 解析モデル 

 

 図 6, 7, 8 は，制約条件を max 0.3 600m   ， min
out 1d  ， max

out 10d  ，

min
inout 1r  ， min 0.85G  として，解析を行った結果を示している。た

だし，(6)式の制約はフィルタリングによる最適解への影響を抑え

るため SLP 法改修計算の 15 ステップから適用している。 

図 6 は，設計変数の初期値をすべて 0.7 として最適解を求めた

結果を示しているが，非常に不鮮明な位相となっていることがわ

かる。文献 11)では，(6)式のフィルタリングの制約値や多目的関
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数の重みを微調整することで明瞭な位相を求めているが，このよ

うな方法ではかなりの試行錯誤が必要であった。 

これに対して，図 7 は，本論文に示す方法により求めた 50 の異

なる初期値に対するグローバル最適解を示している。ただし，(19)

式の初期温度  0T は 20 に設定した。この場合，改悪解は 4 回選択

されている。図に示すように，図 6 の解に比較して明解な位相が

得られている。したがって，図 6 の解は一つの局所最適解であり，

多数の初期値からグローバル最適解を探査することで，より剛性

の高い明解な位相を求めることが可能であることがわかる。 

図 8 は，(19)式の SA の効果を見るために，(19)式で 1E  の解

を選択しない場合，すなわち改悪解を選択しない従来法 11）のグロ

ーバル最適解を示している。図より，図 7 とは異なる位相が得ら

れていることがわかる。また，図 7 と図 8 の位相の目的関数値を

比較すると，4.18 と 5.67 で図 7 の方が小さい値となっていた。こ

のことから，SA により改悪解を選択することで，より優秀な解が

得られていることがわかる。 

図 9 と図 10 は，SA を用いた場合と従来法で，目的関数値が 2

位～10 位までの解の位相を示したものである。図 9 より，SA を

用いた場合は，図 8 の解も 5 位の解として含まれていることがわ

かる。なお，5 位の解の目的関数値も 5.67 となっていた。これに

対して，図 10 では，6 位と 9 位に図 7 と類似の解が含まれている

が，不鮮明な位相となっており，目的関数値も高くなっていた。

したがって，SA により改悪解を選択することが多様な解を得るた

めにも効果的であることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

図 6 最適解の位相と変形（均一な初期値に対する解） 

 

 

 

 

 

 

図 7 最適解の位相と変形（50 の異なる初期値に対する最適解） 

 

 

 

 

 

 

図 8 最適解の位相と変形（改悪解を選択しない場合：従来法） 

 

ところで，図 7 の位相は模型を作成するには多少複雑である。

これに対して，図 9 の 4 位の位相がシンプルでヒンジの位置を特

定しやすい。そこで，これを参考に模型を作成した。図 11 は，図

9 の 4 位の解の位相と変形を示しており，図 12 がその模型と模型

の変形を示している。なお，図 11 の変形図には，要素のゆがみか

ら特定したヒンジ位置を○で示している。これらの図より，模型

においても解析どおりの変形が実現されていることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 SA を用いた場合の 2 位～10 位の解の位相 

 

 

 

 

 

 

 

図 10 SA を用いない場合（従来法）の 2 位～10 位の解の位相 

 

 

 

 

 

 

 

図 11 SA を用いた場合の 4 位の解の位相と変形 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12 位相を参考に作成した模型とその変形 

 

4.2 制震機構の創生例題 

制震機構の創生モデルとして，図 13 に示すような問題を考える。

これは，1 層 1 スパンラーメンを示し，領域 A を制震機構を創生

する設計領域とする。設計領域のヤング係数は 220580 kN cm ，ポ

アソン比は 0.3 ，板厚は 0.5cm とする。また，柱，梁のヤング係数

は 22058kN cm ，ポアソン比は 0.3 とし，柱の断面積は 24957cm ，

断面 2 次モーメントは 41846000cm ，梁の断面積は 25144cm ，断面

2 次モーメントは 43127000cm とする。荷重は水平方向に 1kN 与え

るものとする。 

設計領域の要素分割は 20×10 分割とし，出力点 P2 の位置と変

位方向は，図 14 に示す Case A と Case B の 2 種類とした。ただし，

Case A では 2 点，Case B では 9 点を指定している。この場合，複

(a) 変形前 (b) 変形時 

No.2 No.3 No.4 No.5 No.6
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数点の変位を加えたものが出力点（P2）の変位となり，これが制

約される。また，Case B では，水平方向力（F）を左方向に変え

ている。なお，図 14 の出力点の設定は，3.4 節に示す方法で，図

15 の●または○で示す節点を 1 点ずつ出力点として，グローバル

最適解の目的関数値を調査し，より小さい目的関数値が得られた

節点（図中の○）を指標に定めている。 

図 16～19 は，Case A と Case B で，100 の異なる初期値に対す

る目的関数値が 1 位～10 位の局所最適解を示している。ただし，

Case A では，制約条件を max 0.3 200m   ， min
out 2d  ， max

out 10d  ，

min
inout 5r  ， min 0.85G  とし，Case B では， max 0.3 200m   ， min

out 0d  ，

max
out 300d  ， min

inout 1.5r  ， min 0.85G  としている。また，(6)式のフ

ィルタリング制約は SLP 法改修計算の 10 ステップから適用して

いる。また，SA を用いた場合（図 16, 18）では，(19)式の初期温

度  0T を Case A では 100，Case B では 20 に設定した。この場合，

改悪解は Case A では 4 回，Case B では 3 回選択されている。なお，

SA を用いない従来法（図 17, 19）では改悪解の選択はしていない。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 13 解析モデル 

 

 

 

 

 

 

 

図 14 出力点の設定 

 

 

 

 

 

 

 

図 15 出力点の設定に関する調査に用いた出力点位置 

 

図 16 と図 17 を比較すると，図 16 では，No.1, No.4, No.5 等で多

様な形態が見られるのに対して，図 17 ではこのような多様性はあ

まり見られない。また，図 18 と図 19 を比較すると，図 18 の No.1, 

No.3 と同じヒンジ位置の機構は，図 19 には見られないことなど

がわかる。また，No.1 の目的関数値を比較すると，図 16 の No.1

が 34.0 に対し図 17 の No.1 は 38.0，図 18 の No.1 が 24.6 に対して

図 19 の No.1 が 32.2 となっており，いずれも SA を用いた場合の

方が小さい値となっていた。したがって，初期値の選択に SA を

適用する効果が，この例題でも見られることがわかる。 

 

 

 

 

 

 

図 16 SA を用いた場合の 1 位～10 位の解の位相（Case A） 

 

 

 

 

 

 

図 17 従来法の 1 位～10 位の解の位相（Case A） 

 

 

 

 

 

 

図 18  SA を用いた場合の 1 位～10 位の解の位相（Case B） 

 

 

 

 

 

 

図 19 従来法の 1 位～10 位の解の位相（Case B） 

 

 

 

 

 

図 20 最適解の位相と変形（Case A） 

 

 

 

 

 

図 21 最適解の位相と変形（Case B） 

 

次に，図 16 と図 18 の No.1 の位相を参考に模型を作成した。図

20, 21 は，図 16, 18 の No.1 の位相を拡大した図とその変形図を示

している。図 22, 23 は，これを参考に作成した模型と左右両方向

の荷重に対する変形を示している。なお，図 18, 19 の変形図には，

特定したヒンジ位置を○で示している。これらの図より，作成し

た模型も解析と同様の変位を生じることがわかる。また，柱，梁
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の相対的な角度の変化に対して，出力部分で変形が拡大されてい

ることがわかる。また，これらの模型はいずれも 3 ヒンジであり，

この程度のヒンジ数であれば実用化も可能であると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 22 位相を参考に作成した模型と左右方向の変形（Case A） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 23 位相を参考に作成した模型と左右方向の変形（Case B） 

 

５．まとめ 

 本論文では，制震技術への応用を目的として，連続体の位相最

適化手法を利用した機構の創生法を提案した。本方法では，最適

化問題が，多峰性問題となることに着目し，最適化問題の初期値

を変更していくことで，グローバル最適解の探査を行う。また，

初期値の生成法としては，解析の過程で得られた最も優秀な解を

もとに初期値を生成する従来法 5)に，SA のアイデアを取り入れ，

よりグローバルな解が得られる方法に改善した。さらに，出力点

の設定を容易にするため，複数の出力点に対するグローバル最適

解を自動計算するプログラムを開発した。 

 機構の位相が得られにくい基本例題で，本方法の有効性を検討

した結果，均一密度の初期値から得られた最適位相に比較して，

複数の異なる初期値から得られたグローバル最適解の位相はより

明解であることがわかった。また，SA のアイデアの導入により，

より多様な解が得られることが確かめられた。 

 また，同じ手法で，ラーメン構造内の梁下の小スペースにおけ

る制震機構を創生する例題により，小スペースの設計領域におい

ても，シンプルで明解なリンク機構が得られることが確かめられ

た。また，このような機構の創生には，複数の出力点のグローバ

ル最適解を自動計算するプログラムが有効であった。 

 以上のことから，本論文で示した連続体の位相最適化手法を用

いることにより，小スペースでもシンプルでラーメンの変形を拡

大するリンク機構を創生することが可能であることがわかった。 
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HMPS 法と IESO 法を用いた有限変形を伴う弾性構造体の位相最適化

TOPOLOGY OPTIMIZATION FOR ELASTIC STRUCTURES WITH FINITE DEFORMATION 

USING HMPS METHOD AND IESO METHOD 

藤井大地*1，山下真輝*2，眞鍋匡利*3

Daiji FUJII，Masaki YAMASHITA，Masatoshi MANABE 

The topology optimization method using voxel finite element method can be used for computational morphogenesis of structures.  

However, in this method, it is difficult to consider geometric nonlinearity, because the convergence solution cannot be easily obtained.  

Therefore, in this paper, we propose a topology optimization method using particle method.  In the proposed method, HMPS 

(Hamiltonian Moving Particle Semi-implicit) method is used for the particle method and IESO (Improved Evolutionary Structural 

Optimization) method is used for the topology optimization.  In this paper, numerical examples for elastic structures with finite 

deformation are shown in order to verify the proposed method. 

Keywords : Topology optimization, ESO method, Particle method, HMPS method, Voxel FEM, Finite deformation 

位相最適化，ESO法，粒子法，HMPS法，ボクセル有限要素法，有限変形

１．はじめに

ボクセル有限要素法を用いた位相最適化手法は，３次元の直方体

固定設計領域から力学的合理性を有する多様な構造形態を創生でき

る手法である．藤井ら 1,2)は，このような手法を用いて建築構造の形

態創生を試みている．また，藤井ら 3)は，このような位相最適化手

法をトグル制振装置のように入力変位を増幅させるリンク機構の創

生にも応用している．しかしながら，リンク機構に関しては，リン

クの数が増えると製造コストやメンテナンスコストが増えるため，

リンクを設けずに構造体の弾性変形によって入力変位を増幅させる

コンプライアントメカニズムへの発展が望まれる．このようなコン

プライアントメカニズムの位相最適化は，西脇ら 4,5)が長年の研究で

大きな成果をあげているが，国内の建築分野への応用は進んでいな

い．そこで著者らは，文献 3)で提案した手法を３次元のコンプライ

アントメカニズムの創生法に発展させ，新しい形の制振機構の開発

につなげたいと考えている．

ところで，このようなコンプライアントメカニズムの創生で問題

となるのは，メカニズムの変形は有限変形であるのに対し，ほとん

どのコンプライアントメカニズムの位相最適化手法は微小変形理論

にもとづいている点である．したがって，得られた形態が有限変形

に対して最適なのかどうかは別の検証が必要となる．このため，コ

ンプライアントメカニズムの形態創生に関しては，有限変形を考慮

できる手法の開発が望まれている．したがって，本研究を遂行する

ためには，まず，ボクセル有限要素法を用いた位相最適化手法を有

限変形を考慮できる手法に発展させる必要がある．

しかしながら，ボクセル有限要素法で有限変形を扱う場合，変形

が進むにしたがって要素の歪みが大きくなり，計算の途中で解が発

散することが頻繁に生じる．このような問題を解決するため，2009

年に眞鍋と藤井 6)は，有限要素法の代わりに粒子法を用い，位相最

適化手法として発見的手法（CA-ESO 法）を用いる方法を提案して

いる．その後，2011 年に眞鍋ら 7)は，この方法を位相最適化手法と

して数理計画法（レベルセット法）を用いる方法に発展させ，２次

元問題に対する有効性を検証している．そこで本論文の目的は，こ

れを３次元問題に対応できる手法に発展させることにある．

有限変形を考慮した位相最適化手法については，2015 年の研究と

して文献 8～10)が挙げられるが，いずれも有限要素法にもとづく手

法で２次元問題を対象としている．また，粒子法を用いた位相最適

化手法は，眞鍋らの研究 6,7)以外にはほとんど見あたらず，未だ３次

元問題への拡張はなされていない．そこで本論文では，文献 6)の手

法を発展させて，有限変形を考慮した３次元の位相最適化手法を新

たに開発する．すなわち，文献 6)では，粒子法として MPS 法 11)を

用いていたが，これをその発展手法である Hamiltonian MPS 法（以

下 HMPS 法と略記）12～14)に代える．また，文献 6)では，位相最適

化手法として CA-ESO 法を用いていたが，これをその発展手法であ

る IESO 法（＋仕上アルゴリズム）2)に代える．ここで，HMPS 法お

よび IESO 法はすでに提案されている手法であるが，これらを組み

合わせることで，これまでにない有限変形を考慮した３次元の位相

最適化手法を開発できれば，３次元のコンプライアントメカニズム

を利用した制振機構の開発等，今後の発展につながると考えられる．
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以下，本論文２章では，粒子法の一つである HMPS 法の概要を示

す．本論文で用いる HMPS 法は，鈴木，越塚 12)によって開発され，

近藤ら 13)および菊池ら 14)によって改良を加えられた方法であるが，

建築分野で粒子法を用いた研究は少ないため，ここでは著者らが独

自に作成したプログラムの中身がわかるように多少詳しい解説を加

える．３章では，位相最適化手法の一つである IESO 法（＋仕上ア

ルゴリズム）2)の概要および HMPS 法とのリンク方法を示す．４章

では，２次元および３次元の解析例を示し，本手法の有効性を検証

する．５章では以上のまとめを述べ結論を導く．

２．HMPS 法の概要

まず，Fig.1 に示すような初期時刻の粒子配置において，粒子 i と

粒子 j の相対位置ベクトルを 0

ijr とする．これを座標成分で表示す

ると次のようになる．なお，以下の定式化におけるテンソル表記に

ついては文献 15)等を参照．

   
   

     
      

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

ij j i

ij ij j i

ij j i

x x x

y y y

z z z

r (1)

また，粒子が運動後の現在時刻の粒子配置における粒子 i と粒子 j

の相対位置ベクトルを ijr とする．これを座標成分で表示すると，

   
   

     
      

ij j i

ij ij j i

ij j i

x x x

y y y

z z z

r (2)

このとき， 0

ijr と ijr の関係は，変形勾配テンソル iF を用いると次式

のように表される 15)．

 0

ij i ijr F r (3)

Fig.1 Particle placement on initial time and on current time 

この時，現在時刻の粒子 i 近傍の変形は，複数の粒子 j との関係

から定まる．そこで，MPS 法 11)では，粒子 i を中心とする影響半径

を与え，その影響半径内の粒子との相互関係から変形を定義する．

すなわち，粒子 i と複数の粒子 j の関係を次式の重み関数 0

ijw を用

いて重み付けする．

 
 

 


   

 



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0
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1 0

0
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ij e

eij ij

e ij

r
rw

r

r
r

r

r

(4) 

ここで， er は影響半径を表し，粒子間距離 0l の倍数で与える．ま

た， 0

ijr は次式から計算される．

       
2 2 2

0 0 0 0

ij ij ij ijx y zr (5) 

なお， er は小さいほど相互作用する粒子の数が減るので計算時間が

短くなるが，小さすぎると計算が不安定になる．本論文では，計算

時間を考慮し er を粒子間距離
0l の 2.1 倍に設定する．

また，HMPS 法 12~14)では，次式の誤差関数 ie が最小となる iF を

粒子 i の変形勾配テンソルとして定義する．

   
2

0 0
i i i ij ij ij

j

e wF F r r (6) 

ここで，(6)式が最小となるためには，次式が成り立つ必要がある．

   0 0 02 0i i
i ij ij ij ij

ji

e
w


   




F
F r r r

F
(7) 

(7)式より iF は次式から計算される．

 
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 
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ここで，

 
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    
 
 

 

0

0 0 0 0 0 0 0 0

0

ij

i ij ij ij ij ij ij ij ij
j j

ij

x

w y x y z w

z

A r r (9) 

次に，弾性体における粒子 i の支配運動方程式は次式で表される．


 

 
 

i i
i

i

W

t

v

r
(10) 

ここで，  i は粒子 i の密度， iv は粒子 i の速度ベクトル， ir は粒

子 i の現在時刻の位置ベクトルであり，成分で表すと次式となる．

   ,
T T

i i i i i i i ix y z x y z r v    (11) 

また， iW は粒子 i の歪みエネルギー関数で，次式で表される．

i i iW F  (12) 

ただし， i は粒子 i の第１Piola-Kirchhoff 応力テンソルで，これ

を第２Piola-Kirchhoff 応力テンソル iS で表すと次式となる．

i i iF S (13) 

また， iS は，等方均質弾性体の場合，次式の Green-Lagrange 歪み

  1 2 T
i i i Ε F F I (14) 

を用いて次式で表される．

   2 tri i iS E E I (15) 

ここに， はせん断弾性係数， は Lamé の第一定数で，ポアソン

比 とヤング係数 E を用いて次式で表される．

      2 1 , 1 1 2E E          (16) 

また，(15)式の I は 3×3 の単位マトリクス，  tr iE は iE の対角項

の和を表す．

(12)，(13)式を(10)式に代入し，粒子 i の歪みエネルギーを，粒子

i を中心とする影響半径内の粒子との相互関係から計算するものと

すれば，(10)式は次式のように表せる 14)．

   


   
 

  1 0 1 0 0ji
i j i i i ij j j j ij ij

j ji

w
t

Fv
F S A r F S A r

r
   (17) 

また，静的解に収束させるための減衰力として，粒子 i に次式の

粘性力を付加する 14)．

  0
,VISCO MPS 0

MPS

2
i i j i ij

j

d
w

n
 


 f v v (18) 

on current time
Particle placement

on initial time
Particle placement

0
ijr

i

j
er

ijr

i

j

0l 0l

x

y
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ただし， MPS は粘性係数，d は空間次元数で３次元では 3 となる．

また， 0n は，初期粒子配置において十分内部にある粒子数密度 11)

で次式から計算される．

      0 0 0 0max 1, , ,i i ij
j

n n i N n w  (19) 

ここに， N は全粒子数， 0

in は粒子 i の初期粒子数密度である．ま

た，(18)式の MPS は次式で定義される 11)．

  
2

0 0 0
MPS rij ij ij

j j

w w (20) 

したがって，粒子 i の支配方程式は次式となる. 

 


  
   

  
 1 0 1 0 0

,VISCO

1i
i i i ij j j j ij ij i

ji

w
t

v
F S A r F S A r f  (21) 

なお，(18)式の MPS
は，大きいほど解の収束は早まるが，大きすぎ

ると解が発散する．本論文では，試解析を繰り返し，解が発散しな

い範囲で MPS を 0.02 に設定している．

(21)式の右辺にステップ外力 , STEPif を粒子質量   3

0i im l で割

った加速度を加え，次式による更新を行えば，時々刻々の動的応答

解析が可能となる．

  
     

1

k

k k i
i i t

t

v
v v (22) 

   1 1k k k
i i itr r v (23) 

なお，本論文では， t を，Courant 条件を十分に満たすように粒

子間距離
0l と縦波速度の比を指標として次式で与える．

     00.5 2 it l (24) 

また，本論文では，静的な釣合状態の解を求めることが目的であ

るため，文献 13)と同様に，次式の総歪みエネルギー

 


  3

0
1

1
:

2

N

i i
i

V lS Ε (25) 

を指標に用い，(24)，(25)式の更新でV が増加に転じた場合に，す

べての粒子の速度をゼロにするアルゴリズムを導入する．

また，本論文で用いている静的解への収束判定は，(22)，(23)式の

更新 100 回ごとの次式のコンプライアンスC

0 0 0

,STEP
1

,
N

T T
i i i i i i i i i

i

C x x y y z z


      d f d  (26) 

の変化量（更新 1 回ごとの増減値（絶対値）の 100 回の総和で定義）

が，初期の 100 回の変化量の 1%以下となった場合を静的な釣り合

い状態と見なし，HMPS 法の計算を終了する．

３．IESO 法の概要と HMPS 法とのリンク方法 

本論文に用いる位相最適化手法は，ボクセル有限要素法にもとづ

いており，物体領域を包含する直方体固定設計領域を考え，これを

均等なボクセル（以下要素と呼ぶ）で分割する 1)．ただし，本論文

では，HMPS 法を適用するため，要素を立方体とし，要素の頂点（節

点）に粒子を配置する．したがって，要素の各辺の長さは
0l となる．

そして，物体領域は要素の材料密度の有無（1/0）で与える．

IESO（Improved Evolutionary Structural Optimization）法 1,2)

は，ESO 法 16)を改良した方法であり，固定設計領域の要素の材料密

度を要素の感度指標にしたがって少しずつ 0（除去）していく方法

である．IESO 法と ESO 法の違いは，ESO 法は与えられた一定の

除去率で各ステップの要素除去を行うのに対して，IESO 法は次の

ように閾値を用いて除去を行うところにある．

    0 if ; 1, ,e
i i cr LX i N (27) 

ここに，  e
i と i は要素 i の材料密度（0 or 1）と感度指標， LN は

残存要素数， crX は次式で定義される閾値である．

    cr avX (28) 

ただし，av と  は残存要素の感度指標の平均値と標準偏差．また，

 は除去量を制御するパラメータで，IESO 法では各ステップの目

標除去要素数に近くなるようにプログラム内で自動計算される 1,2)．

また，この各ステップの目標除去要素数は，入力データとして除去

率を与え，これと各ステップの残存要素数を掛けたものとなる．

 また，IESO 法では，感度指標としてコンプライアンスの要素密

度に対する正式な感度である要素歪みエネルギー（実際には 2 倍）

を用いる（最適化問題の定式化に関しては文献 1）を参照）．ただし，

本論文では，HMPS 法により，要素の節点に配置された粒子の歪み

エネルギーが最初に求まるので，これを次のように定義する．

   :
i

k k kS Ε (29) 

ここに，   i

k は要素 i の節点 k の感度を表し，また， ,k kS E は，本

論文の(14)，(15)式から計算される応力と歪みテンソルである．次に

(29)式の節点の歪みエネルギーから要素 i の歪みエネルギー  e
i を

次式から求める．

  


 
  
 


8

1

8
ie

i k
k

(30) 

また，IESO 法では，よりシンプルな形態を求めるために BESO

法 17)に用いられているフィルタリング法を用いる．このフィルタリ

ング法は，まず要素の感度を節点の感度に変換し，要素中心から影

響半径（ここでは  0rb l で定義する）内の節点感度の重み付き平均

から要素感度を求めるものである．詳しくは文献 1)を参照．

また，以上の IESO 法は，非常に収束は速いが，得られた解形態

の収束（進化）が十分でない場合は，CA 法でノイマン近傍要素を増

やし，そこから再度 IESO 法で削るという過程を繰り返す仕上アル

ゴリズム 2)を適用する．

４．解析例

まず，以上の提案手法の有効性を検証するため，文献 7),9)等で取

り上げられている Fig.2 に示す２次元解析モデルに対して解析を行

う．ただし，本論文で開発したプログラムは３次元専用であるため，

プリプロセッサの都合上，板厚方向を 2 要素（ボクセル）に分割し，

面外方向の自由度を拘束することで解析を行う．また，対称性を保

つため，設計変数（要素の材料密度）に対称条件を与える．

解析モデルの諸元は，ヤング係数を 205 GPa，ポアソン比を 0.3，

単位体積質量を 7850kg/m3とする．また，固定設計領域のボクセル

分割数は 184×60×2 とし，各節点に粒子を配置する．ただし，この

内，両端の 2×60×2 要素は粒子法で固定境界を表すための要素とな

る（粒子法で回転拘束を与えるための処置）．また，本論文では，要

素の各辺の長さを 1m とし，HMPS 法の計算時間を現実的なものと

するため，プログラム内で要素長を 1/103，ヤング係数と外力を 1/105

とするスケーリングを行っている．この場合，HMPS 法の更新計算
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は大変形時においても 20000 回以内で収束する．したがって，本解

析の応力やコンプライアンス等を他の解析と直接比較することは難

しいが，得られる解形態にスケーリングの影響がないことは Voxel 

FEM を用いた解析法との比較で確認している．

まず，Fig.3 は，鉛直荷重 P を 15N（はり中央上面の 3×5 節点に

1N ずつ載荷）に設定して，微小変形解析を行った結果を示してい

る．なお，微小変形かどうかは，HMPS 法で求まる変形を 1000 倍

に拡大して確認している．また，IESO 法の目標要素数比（目標要

素数／初期要素数）は 0.2，除去率は 0.05，影響半径倍率 rb は 3 と

している．図には，比較として微小変形理論にもとづく Voxel FEM

を用いた場合の解形態も示している．なお，HMPS 法の場合は 31

ステップ，FEM の場合は 32 ステップで収束し，仕上アルゴリズム

は適用していない．図に示すように，微小変形範囲の荷重では，

HMPS 法と Voxel FEM の解形態はほぼ一致することがわかる．

次に，有限変形における提案手法の有効性を検証するため，鉛直

荷重 P を 15N×［倍率］として解析を行う．まず，Fig.3 左の解形態

に対して，HMPS 法による解析を行ったところ，13030 倍～13040

倍の間で飛び移り座屈が生じることがわかった．Fig.4 は，13040 倍

の荷重における HMPS 法による解析結果を示したものである．図

に示すように，更新回数 800 と 9600 の後にリバウンドが生じてい

る．このように HMPS 法では，振動しながら静的解に収束する．

次に Fig.5 は，荷重の大きさを 15N の 20000 倍と 30000 倍にし

た場合の IESO 法による位相最適化の結果を示している．ただし，

IESO 法の影響半径倍率 rb は 1 とし，他のパラメータは 15N の場

合と同じである．なお，本解析で影響半径倍率 rb を 1 としたのは，

大変形の場合， rb を 3 にした場合には消えてしまう Fig.5 の右図中

の細い斜線が後の進化過程に大きな影響を及ぼすためである．

Fig.6, 7 は，それぞれの解析の進化過程を示したものである．図

より，どちらも同様な進化過程をたどっていることがわかる．これ

は，残存要素が少なくなるまで，Fig.4 に示すような飛び移り座屈が

生じないためと考えられる．

Fig.8, 9 は，Fig.5 の解形態に CA 法＋IESO 法の仕上アルゴリズ

ム 2)を適用した場合の進化過程とコンプライアンス比を示している．

ただし，CA 法の付加率と IESO 法の除去率は共に 0.05 とし，200

ステップまで計算している．なお，Fig.8, 9 の進化過程では，コン

プライアンスは高くなったり低くなったりするが，その中で，コン

プライアンスがより低く進化したもののみを選択して示している．

Fig.2 Analysis model for two-dimensional problem 

HMPS Voxel FEM 

Fig.3 Comparison of topology optimization results using HMPS 

and using Voxel FEM (P=15[N])

Fig.4  Simulation results by HMPS method (P=15×13040N)

Fig.5 Topology optimization results in finite deformation analysis 

Fig.6 Evolution process of IESO analysis (P=15×20000N) 

Fig.7 Evolution process of IESO analysis (P=15×30000N) 

Fig.8 Evolution process of finishing algorithm (P=15×20000N)
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Fig.9 Evolution process of finishing algorithm (P=15×30000N) 

Fig.10 Deformations of the results in Fig.5

Fig.8,9 に示すように，この場合は，Fig.5 の仕上というよりも，

別の形態に進化している．これは，Fig.5 の解形態では，Fig.10 に

示すように座屈を伴う大きな変形が生じるため，仕上過程における

CA 法と IESO 法の繰り返しにより，徐々に座屈が生じない，より

剛性の高い形態に進化を遂げたためである．

Fig.11 は，Fig.8 から 121step の解，Fig.9 から 107 ステップの

解を選択し，CA 法の付加率と IESO 法の除去率を共に 0.01 とした

仕上アルゴリズムを適用し，さらに進化させた解を示している．た

だし，Fig.8 の 173 ステップの解は，コンプライアンスは最小とな

るが，シンプルさに欠けるため除外している．図より，これらの形

態は，文献 7),9)に示される解形態と同位相となっており，大きな荷

重に対して座屈の生じにくい形態となっている（HMPS 法で座屈し

ないことを確認済）．以上の結果から，本手法により，座屈抵抗型の

解形態が得られることが確かめられた．

Fig.11 Topology optimization results using finishing algorithm 

次に，Fig.12 に示す解析モデルにより，３次元問題における有効

性を検証する．解析モデルの材料定数，要素長等の解析諸元は２次

元問題と同じである．固定設計領域のボクセル分割数は 94×30×94

とし，各節点に粒子を配置する．ただし，この内，四隅の 2×30×2 要

素は粒子法で固定境界を表すための要素となる．

Fig.12 Analysis model for three-dimensional problem 

まず，Fig.13 は，鉛直荷重 P を 25N（上面中央の 5×5 節点に 1N

ずつ載荷）に設定して微小変形解析を行った結果を示している．な

お，微小変形かどうかは，HMPS 法で求まる変形を 1000 倍に拡大

して確認している．また，IESO 法の目標要素数比は 0.05，除去率

は 0.05，影響半径倍率 rb は 3 としている．ただし，目標要素数比

は，創生された形態の部材太さが 2 次元解析モデルとほぼ同等とな

るように設定している．図には，比較として微小変形理論にもとづ

く Voxel FEM を用いた場合の解形態も示している．なお，HMPS

法の場合は 54 ステップ，FEM の場合は 55 ステップで収束した．

図に示すように，微小変形範囲では，HMPS 法と Voxel FEM の解

形態はほぼ同様の位相となることがわかる．

次に Fig.14 は，荷重の大きさを 25N の 20000 倍と 30000 倍にし

た場合の IESO 法による位相最適化の結果を示している．ただし，

IESO 法のパラメータは 25N の場合と同じである．なお，これらは

20000 倍の場合が 53 ステップ，30000 倍の場合が 51 ステップで収

束した．図より，Fig.13 とは異なる位相となっていることがわかる．

Fig.15 は，Fig.14 の解形態に仕上アルゴリズムを適用した場合の

結果を示している．ただし，CA 法の付加率と IESO 法の除去率は

共に 0.05 とし，100 ステップまで計算している．図に示す結果は，

荷重倍率 20000 倍の場合が 8 ステップ，30000 倍の場合が 97 ステ

ップの解で，100 ステップの中で最もコンプライアンスの低い解で

ある．なお，図中には Fig.14 の解とのコンプライアンスの比を示し

ている．

Fig.13 Comparison of topology optimization results using HMPS 

and using Voxel FEM (P=25N)

Fig.14 Topology optimization results in finite deformation analysis 
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Fig.15 Topology optimization results by finishing algorithm 

Fig.16 は，荷重倍率 30000 倍の場合の進化過程とコンプライアン

ス比を示しているが，この場合は，Fig.14 の結果とは異なる位相に

進化している．これは，Fig.17 に示す Fig.14 の解形態の変形状態

からわかるように，荷重倍率 20000 倍の場合は座屈が生じていない

のに対して，荷重倍率 30000 倍の場合は座屈を伴う大変形を生じて

いるためである．

Fig.16 Evolution process of finishing algorithm (P=25×30000N) 

Fig.17 Deformations of the results in Fig.14

また，Fig.15 の結果と Fig.11 の結果を比較すると，どちらも中央

の三角形部分が 20000 倍の場合は底辺の広い三角形となり，30000

倍の場合は底辺が狭い三角形となっていることがわかる．このこと

からも，Fig.15 の結果が座屈抵抗型の解形態となっており，提案手

法が３次元解析においても有効であることが確認できる．

５．まとめ 

本論文では，３次元のコンプライアントメカニズムを利用した制

振機構の開発を目指して，まず，HMPS法とIESO法を組み合わせた

有限変形が考慮できる３次元の位相最適化手法を開発した．そして，

２次元および３次元の基本的な解析例により，提案手法の有効性を

検討し，以下の知見を得た．

(1) 微小変形問題におけるIESO法の位相最適化では，２次元問題

ではHMPSとVoxel FEMの解形態はほぼ一致し，３次元問題で

は多少形状は異なるが，ほぼ同位相の解形態となる．

(2) 飛び移り座屈が生じる大変形問題の位相最適化では，２次元，

３次元問題ともに，IESO法のみでは十分な解形態は得られず，

その後のCA法＋IESO法による仕上アルゴリズムにより，座屈

に対応したよりシンプルな解形態に進化する．また，２次元問

題では，既往の論文の解と同位相となり，また，荷重の大きさ

により形状が変化する．さらに，２次元問題の結果と３次元問

題の結果には，形態の類似性が見られる．

また，本論文に示す解析例の解析時間は，３次元解析でも一般のパ

ソコン（CPU:Intel Core i7-4790K）で最大 14 時間程度であり，ど

の例題に対しても解の発散はなかった．したがって，提案手法は，

有限変形が考慮できる３次元の位相最適化手法として十分実用化が

可能である．

 今後は，本手法を有限変形を考慮したコンプライアントメカニズ

ムの位相最適化手法に発展させて行く予定である．
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The topology optimization method using voxel finite element method is an effective method to create various morphologies 

from rectangular parallelepiped design domain.  Fujii et al. [1,2] created morphologies of building structures using such 

method.  Also, Fujii et al. [3] applied such method to create link mechanisms that amplify input displacement such as toggle 

damping device.  However, these link mechanisms increase manufacturing cost and maintenance cost as the number of links 

increases.  Therefore, it is desirable to develop compliant mechanisms that amplify input displacement by elastic deformation.

However, almost topology optimization methods to create these compliant mechanisms [4,5] are based on the infinitesimal 

deformation theory.  Therefore, in this paper, we develop a topology optimization method considering finite deformation in 

order to develop a vibration control device using compliant mechanism. 

In this paper, we use a particle method instead of finite element method, because when using finite element method, the 

computation time becomes enormous, and the convergence solution often cannot be obtained because the calculation becomes 

unstable by the large distortion of elements.  Manabe and Fujii [6] have proposed a method that using CA-ESO method for 

topology optimization and MPS method [11] for particle method.  Also, Manabe et al. [7] have developed a method using Level 

Set method for topology optimization.  However, these methods target two-dimensional problems, and methods for three-

dimensional problems have not been developed yet.  Therefore, the purpose of this study is to extend this approach to three-

dimensional problem. 

The proposed method in this paper is an extension of the proposed method in ref. [6].  That is, HMPS (Hamiltonian Moving 

Particle Semi-implicit) method [12-14] is used instead of MPS method [11], and IESO (Improved Evolutionary Structural 

Optimization) method with finishing algorithm is used instead of CA-ESO method.   

In Section 2, the formulation of HMPS method is shown so that our created program can be understood.  In Section 3, the 

outline of IESO method with finishing algorithm using HMPS method is explained.  In Section 4, we verify the effectiveness 

of the proposed method by numerical examples in which jumping buckling occurs.  In Section 5, the above results are 

summarized. 

The conclusions are as follows. 

(1) In the analysis of infinitesimal deformation range, the solutions of the proposed method almost agree with the solutions 

of the method using voxel finite element method. 

(2) In the analysis of finite deformation, the solutions corresponding to buckling cannot be obtained by IESO method alone. 

However, the solutions obtained by IESO evolve into solutions corresponding to the buckling by the finishing algorithm 

(CA+IESO method).  Also, the two-dimensional solutions have the same topology as the solutions in ref.[7],[9].  And, 

the shapes of two and three dimensional solutions change according to the magnitude of the load.  Furthermore, the 

solutions of two-dimensional problem and three-dimensional problem show similarities in topology. 

In addition, the proposed method is very robust and the computation time does not become enormous.  Therefore, the 

proposed method can be practically implemented as a three-dimensional topology optimization method that can consider finite 

deformation. 

  In the next step, we plan to apply the proposed method to the topology optimization problem of compliant mechanisms. 
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