
 

 

 

 

IESO 法を用いた自由曲面シェル構造の形態創生 

COMPUTATIONAL MORPHOGENESIS OF FREE FORMED SHELLS  
USING IESO METHOD 
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In this paper, a simple method to find an optimal shell structure is proposed.  In this method, a rectangular fixed design domain with given boundary 

conditions and body forces is modeled by voxel mesh, and strain energies of elements (voxels) are obtained by voxel finite element method.  Next, elements 

with small strain energy are gradually removed by the Improved Evolutionary Structural Optimization (IESO) method.  Finally, we can obtain a shell 

structure that shape, thickness and topology are optimized.  In this paper, several numerical examples will be shown in order to verify the effectiveness of 

the proposed method. 
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１． はじめに 

自由な曲面を実現できるコンクリートシェルは，これまで多くの

魅力ある建築物を産み出してきた．また，近年，コンクリートの高

強度化，軽量化，新素材による補強の多様化に伴い，様々な形態の

コンクリートシェルが建設されつつある．一方，このようなコンク

リートシェルは，数値解析において連続体として扱われ，有限要素

法等，一般の建築物に比較してより高度な解析技術が必要となる．

さらに，数学的関数を用いない自由曲面シェルでは，応力分布が複

雑になり，力学的に最適な曲面を決定することは容易ではない． 

このような背景から，シェル構造に関しては，形状最適化等の最

適化技術の導入が進んでおり，建築家が描いた曲面を，形状最適化

手法を用いて修正する方法が実際に用いられている 1)．しかしなが

ら，位相（トポロジー）を最適化する技術については，研究は進ん

でいるものの 2,3,4)，未だ実用化には至っていない 5)．また，コンクリ

ートシェルのような連続体シェルは，形状だけでなく厚みの分布も

設計対象となり，これにトポロジーが加わると非常に複雑な最適化

問題となる． 

大森ら 6)は，このような複雑な問題に対して，三角形シェル要素

で分割した自由曲面を NURBS 関数で表し，曲面と板厚を徐々に最

適化し，板厚の薄くなったところに孔を空けるという手法を提案し

ている．しかし，この方法ではトポロジーの変化に応じて有限要素

をリメッシュする必要があり，数値実装が煩雑となる．一方，トポ

ロジー最適化の手法として，固定設計領域を均一な直方体要素(ボク

セル）で分割し，その固定設計領域内で自由に形態を創生させるボ 

 

 

 

クセル有限要素法を用いたトポロジー最適化手法がある．本手法は

すでに汎用ソフトにもなっており，連続体シェル構造の最適なトポ

ロジー・板厚・形状を同時に求める方法としては扱いやすい．しか

しながら，このような方法では，シェルの形状の変化に伴い，荷重

を与える位置が変化するため，形状を決めずにシェルの形態を創生

することは難しいと考えられる． 

そこで本論文では，あらかじめ形状を決定するとなく連続体シェ

ル構造の形態を創生することが可能なトポロジー最適化手法を提案

する．本手法は，ボクセル分割された固定設計領域（通常は直方体）

全体に物体力（体積力）を与える方法であり，鉛直方向の物体力を

与えた場合はカテナリーアーチと同様な断面形状の輪郭をもつシェ

ル形態が得られる．また，鉛直方向と同時に水平方向にも物体力を

与えれば，地震力にも対応したシェルの形態を創生することも可能

になる． 

本論文では，本手法の有効性を検証するため，文献 7), 8)で提案し

たボクセル有限要素法を用いた改良型 ESO 法（IESO 法）を用いる．

本方法は， BESO 法 9)，拡張 ESO 法 2)，CA-ESO 法 10)の利点を組み

合わせ，初期の ESO 法 11)を改良した方法で，３次元の剛性最大化問

題において数理計画法に劣らない解が得られる．本論文では，本手

法に物体力を与えることで連続体シェル構造の形態創生が可能とな

ることを示し，その有効性を検証する．また，本手法の実際の設計

への適用性を検証するため，境界形状や設計領域を変化させること

で設計条件に適応した連続体シェル構造の形態創生が可能となるこ

とを示し，その有効性を検証する． 
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２． IESO 法の概要 

本論文に用いるトポロジー最適化手法では，物体領域を包含する

直方体の固定設計領域（各辺の長さ： , ,X Y ZL L L ）を設定し，これを

均等な直方体要素（ボクセル）で分割する（各辺の有限要素分割数：

, ,X Y Zn n n ）．そして，物体領域と空洞領域の判別は設計変数である

ボクセルの密度の有無（1/0）によって与える．この時，ボクセルの

各辺の長さ , ,X Y Zl l l は， X X Xl L n , Y Y Yl L n , Z Z Zl L n となる． 

ボクセルを用いた応力解析の方法（ボクセル有限要素法）は，文

献 12)に示すものにしたがう．また，IESO 法 7, 8)によるトポロジー最

適化では，ボクセル有限要素法の利点を生かすため，最適化の過程

でリメッシュは行わず，物体領域となる存在要素の密度を 1，空洞

領域となる除去要素の密度を 0 とすることで各ステップの材料分布

を決定する．  

IESO 法 7,8)では，要素除去に関しては，拡張 ESO 法 2)のルールを

用いる．ただし，要素除去の指標として BESO 法 9)で用いられてい

るひずみエネルギー感度（コンプライアンスの要素密度に関する感

度 9））を用いる．したがって，要素除去のルールは次式となる． 

 0 if ; 1, ,i i cr LX i N      (1) 

ここに， ,i i  は要素 i の密度（0 or 1）とひずみエネルギー感度，

LN は残存要素数， crX は閾値で，次式で定義される． 

 cr avX       (2) 

ただし， av とは残存要素のひずみエネルギー感度の平均値と標

準偏差であり，次式から計算される． 
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ここに，は要素の除去量を制御する制御変数であり，が大きい

と要素が除去されにくく，が小さいと除去されやすくなる． 

IESO 法では，BESO 法と同様に各ステップの要素除去率を与える．

この除去率をとすると，第 kステップの除去要素数  k
RN は，次式

で計算される． 
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ここに，  1k
LN  は  1k  ステップの残存要素数， LN は残存要素数の

制約値（下限値）である．そして，(1)式で除去される要素数が，(4)

式の  k
RN に近くなる  k （第 k ステップ(2)式の）をプログラム内

で自動計算する 8)． 

 一方，(1)式の i は，次のように求められる 7,9)．まず，次式によ

り要素のひずみエネルギー e
i が計算される．なお，これは，コンプ

ライアンスの要素密度に関する感度の 1/2 に相当する 7,9)． 

  1 2e T
i i i i  d K d  (5) 

ただし， ,i iK d は要素 i の剛性マトリクスと節点変位ベクトルを表

す．次に次式により節点 jの感度が計算される． 
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ここに，
n
j は節点 jのひずみエネルギー感度，

eM は節点 jと接続

関係を有する要素の数を表す．なお，これは，チェッカーボード状

の密度分布を防ぐために行われる．そして，(1)式の i は次式から

計算される． 
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ただし，
nM は要素 i の要素中心から影響半径 minr の球体内に含まれ

る節点数， i jr は要素 i の中心から節点 jまでの距離，  ijw r は要素

中心からの距離に比例する重みで，次式で定義される． 

    min 1,2, , n
ij ijw r r r j M     (8) 

以上の解析では，有限要素解析に必要なデータとして，固定設計

領域の大きさ  , ,X Y ZL L L ，分割数  , ,X Y Zn n n ，ヤング係数，ポアソ

ン比，境界条件，荷重条件がある．また，最適化計算に必要なデー

タとして，(8)式の影響半径 minr （実際には， min r Xr b l  として Xl の

倍数 rb （影響半径倍率）で与える），(4)式の残存要素数の下限値 LN

（実際には，目標体積比  r L X Y ZV N n n n   で与える），除去率（残

存要素数に対する 1 ステップの除去率）がある．固定設計領域内に

空洞領域や非設計領域を設定する場合は，設計対象から除外する要

素の番号・密度情報（0/1）を定数として入力する必要がある． 

 

３．物体力の付加方法と計算アルゴリズム 

3.1 物体力の付加方法 

 次に物体力の付加方法を示す．１つのボクセルの物体力は次式で

与えられる． 
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ここに，
     , ,i i i
X Y ZB B B はボクセル i の物体力， は単位体積質量，

 X Y Zl l l  はボクセルの体積， , ,X Y Zg g g は , ,X Y Z 方向の加速度を表

す．ただし， , ,X Y Z は全体座標系を表す． 

 ここで扱うボクセルは，すべて同体積であり，8 節点直方体要素

であるため，(9)式は各要素の節点荷重として次のように表される． 

 

       
         
       

8 1 8

8 1 8 1, ,8

8 1 8

i i
Xj X i X Y Z X

i i
Yj Y i X Y Z Y

i i
Zj Z i X Y Z Z

f B l l l g

f B l l l g j

f B l l l g

 

 

 

       

        

       

  (10) 

ここに，
     , ,i i i
Xj Yj Zjf f f は，ボクセル i の節点 jの節点荷重を表す． 

 したがって，(9)式の各ボクセルの物体力は，ボクセルの各節点に

(10)式の節点荷重を加えることで与えられる． 

 

3.2 計算アルゴリズム 

 物体力が加わる問題では，要素が除去されると密度が 0 となり，

(9)式で求められるその要素の物体力（節点荷重）も 0 となるため，

ボクセル解析で用いている連立方程式の解法（共役勾配法）の収束

解の精度が悪化する．このため，除去要素の密度を完全に 0 にする

と，孤立節点が生じて連立方程式の解が発散する場合がある．した

がって，本論文の解析では，孤立節点が生じても解が求まるように

除去要素の密度は 0.001 としている． 
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また，文献 8)では，(4)式の除去率を  0.05～0.1 に設定し，物

体領域と空洞領域の境界を平滑化する仕上アルゴリズム 8)を適用す

る方法を示している．しかしながら，物体力が加わる問題では，各

ステップでトポロジーが大きく変化すると荷重も大きく変わるため，

共役勾配法の解の精度が悪化する．これは，このような進化的手法

では，共役勾配法の解の初期値として前ステップの解を用いるため

でもある．したがって，除去率  が大きい場合，対称問題でも非対

称な解が得られる場合がある． 

以上のような問題の解決法としては，直接法により連立方程式を

解くことも考えられるが，スパースソルバを用いたとしても大規模

問題においては大容量のメモリが必要となる．したがって，本論文

では，除去率  を 0.01 程度の小さい値に設定することで対応する． 

 

4．数値解析例 

4.1 球形シェルと円筒シェル 
 まず，本手法の有効性を確かめるために，Fig.1 に示す固定設計領

域の底面に，Fig.2 に示す円（S.C. 1）と平行線（S.C. 2）の支持条件

（Support condition）を与えた問題の解析を行う．ただし，固定設計

領域のボクセル分割数は 100×100×50 とし，Fig.2 の黒塗りで示され

る要素底面の節点は完全拘束とする．Fig.3，Fig.4 は，Fig.2 の支持

条件に対して，Fig.1 の固定設計領域に鉛直方向の物体力（重力）を

加えた場合の IESO 法による解析結果を示す（Case 1, Case 2）. ただ

し，目標体積比 rV は， Case 1 において 0.06，Case 2 において 0.1，

除去率  は 0.01，影響半径倍率 rb は 1 としている．なお，Case 1

では，頂部に孔の空く目標体積比としたため円筒より低い目標体積

比となっている．図には，収束ステップ数，平均コンプライアンス

比 0CC（初期平均コンプライアンス 0C と最終ステップの平均コンプ

ライアンス C の比）も示している．なお， 0CC が小さくなるのは，

要素除去によって全体の物体力も小さくなるためである．Fig.3，

Fig.4 に示すように，円の支持条件からは球形シェルが，平行線の支

持条件からは円筒シェルが創生される．Fig.5 は，Case 1, Case 2 のシ

ェル中央断面にカテナリー曲線を重ねた図を示す．図に示すように，

得られたシェルの断面は，カテナリー曲線に近い形態となっている．

カテナリー曲線を反転すると自然に安定したアーチとなり，地面に

むかう推力は常にアーチの軸線に沿って働くので構造的に安定する

形態となる．また，Fig.6 は，Fig.5 のカテナリー曲線に等分布鉛直

荷重を加えた時の軸力分布を示しているが，この軸力分布と Fig.6 の

断面厚分布がほぼ対応しており，軸力が大きい支持部分は板厚が厚

くなっている．したがって，Fig.3，Fig.4 の形態は，シェルの形状・

板厚の両方に力学的合理性を有していることがわかる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1 Fixed design domain of analysis (model 1) 

 

 

 

 

 

  

Fig.2 Support conditions in the bottom of fixed design domain 

 

 

 

 

 

 

 

upper view         lower view 

  Case 1  0209step 0.005 0.06, =0.01, 1r rC C V b   　  

Fig.3 Optimal configuration in Case 1 

 

 

 

 

 

 

 

upper view         lower view 

  Case 2  0207step 0.021 0.1, =0.01, 1r rC C V b  　   

Fig.4 Optimal configuration in Case 2 

 

 

 

 

 

Case 1                        Case 2 

Fig.5 Cross sections of results and corresponding catenaries 

 

 

 

 

 

 

Case 1                        Case 2 

Fig.6 Axial forces acting on catenaries in Fig.5 

 

次に，Fig.7，Fig.8 は，Fig.2 の支持条件（S.C. 1, S.C. 2）で，Fig.1

の固定設計領域に Z 軸方向の重力と重力の 0.2 倍の X,Y 軸方向の水

平物体力（地震力）を双方向に加えた場合の解析結果を示す（Case 

3, Case 4）．なお，実際の解析では，それぞれの方向に物体力を与え

た解析を個別に行い，各解析の要素ひずみエネルギーの総和により

感度を計算している．ただし，最適化のパラメータは Case 1, Case 2

と同じものを用いている．図に示すように，Case 3 の球形シェルは，

S.C.1 S.C. 2

X

Y
Z



Case 1 と類似の形態になっているのに対し，Case 4 の円筒シェルは，

Case 2 と比較して桁行方向に波打った形態となっている．これは，

円筒シェルに地震力が加わるとより複雑な応力分布になるためと考

えられる． 

Fig.9, Fig.10 は，Case 1 と Case 3 および Case 2 と Case 4 の立面図

の比較を示す．図に示すように，地震力が加わるとシェルのライズ

が低くなることがわかる．Fig.11 は，Case 3 と Case 4 のシェル断面

にカテナリー曲線を重ねた図を示す．図に示すように，地震力を加

えた場合も，断面形状はカテナリー曲線と近い形状となることがわ

かる．また，Fig.11 に示すように Case 3, 4 では，Case 1, 2 に比較し

て，支持部分が厚い板厚分布となっていることがわかる．これらは

地震力が加わると支持部分に加わる力も大きくなり，支持部分の板

厚が厚くなったと考えられる． 

 

 

 

 

 

 

 

upper view           lower view 

Case 3  0219step 0.006 0.06, =0.01, 1r rC C V b   　  

Fig.7 Optimal configuration in Case 3 

 

 

 

 

 

 

upper view          lower view 

  Case 4  0212step 0.029 0.1, =0.01, 1r rC C V b   　  

Fig.8 Optimal configuration in Case 4 

 

 

 

 

 

Case 1             Case 3 

Fig.9 Comparison of elevations in Case 1 and in Case 3 

 

 

 

 

Case 2             Case 4 

Fig.10 Comparison of elevations in Case 2 and in Case 4 

 

 

 

Case 3             Case 4 

Fig. 11 Cross sections of results and corresponding catenaries 

4.2 開口を考慮した楕円形シェル 
 Fig12 は，Fig.14 に示すように固定設計領域にあらかじめトップラ

イトを想定して，非設計空洞領域を設定することにより，孔を設け

た解析モデルを示す．また，固定設計領域底面の支持条件は，Fig.13

に示すような楕円形とする．ただし，固定設計領域のボクセル分割

数は 100×100×35 とする．Fig.15, Fig.16 は，Fig.12 の解析モデルに対

して，鉛直方向の物体力（重力）を与えた場合（Case 5）と鉛直方向

の重力と重力の 0.2 倍の水平物体力を与えた場合（Case 6）の IESO

法による解析結果を示す．ただし，目標体積比 rV は 0.05，除去率

 は 0.01，影響半径倍率 rb は 1 としている． 

Fig.15, Fig.16 に示すように，本解析例では，初期に設定した孔の

他にもう一つの孔が空いた楕円形のシェル構造が創生されることが

わかる．ちなみに，Fig.15 の開口を設定しない場合の解析を行うと，

中心（頂部）に１つだけの孔の空いた形態が得られる．したがって，

この場合は，あらかじめ Fig.14 に示す開口を設定したことで，応力

に偏りが生じ，別の箇所にもう１つの孔が空いたと考えられる．ま

た，地震力を加えた場合は，同じように孔が２つのトポロジーとな

るが，重力のみの場合と比較して，孔が小さくなる．また，Fig.17，

Fig.18 は，Case 5, 6 のシェル中央の X, Y２方向の断面を示したもの

であるが，地震力の有無によって板厚分布はあまり変化しないが，

地震力を加えた場合はシェルのライズがやや低くなることがわかる． 

以上のように，あらかじめ空洞領域を非設計領域として設定する

ことで，開口を考慮したシェル構造の形態創生も可能であることが

わかる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.12 Fixed design domain (model 2) 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.13 Support conditions in the bottom of fixed design domain 

 

 

 

 

 

 

 

   Fixed design domain      Non-design void domain 

 Fig.14 Design problem in Case 5 and Case 6 
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upper view 

 

 

 

 

 

lower view 

 Case 5 
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 Fig.15 Optimal configuration in Case 5 
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Case 6，
0266step, 0.006 0.05, =0.01, 1) r rCC V b  　 ( 　 

 Fig.16 Optimal configuration in Case 6 

 

 

 

 

Fig.17 Cross sections of optimal configuration in Case 5 

 

 

 

Fig.18 Cross sections of optimal configuration in Case 6 

 

4.3 実際の敷地を用いた自由曲面シェル構造の形態創生 

 次に，IESO 法による構造形態創生法を実際の敷地に用いた例を示

す．筆者は，地域として愛知県を選択し，Fig.19 に示す愛知県名古

屋市中村区の名古屋駅前とした．ここでは，Fig.20 に示すような直

方体の固定設計領域（要素分割数：100×100×25）を設定した．ま

た，Fig.21 に示すように固定設計領域にあらかじめトップライトを

想定して，非設計空洞領域を設定することにより，孔（トップライ

ト）を設けた解析モデルを示す．固定設計領域底面の支持条件は，

Fig.20 の右に示す黒塗りで示される要素底面の節点は完全拘束とす

る．それらは，Fig.21 に示すような敷地形状に対応した支持条件を

設定した．また，Fig.20 右に示すように，エントランスを設けるた

めに支持条件の一部を開けた形とした． 

Fig.22, Fig.23 は，Fig.8 の解析モデルに対して，鉛直方向の物体力（重

力）を与えた場合（Case 7）と鉛直方向の重力と重力の 0.2 倍の水平

物体力を与えた場合（Case 8）の IESO 法による解析結果を示す．た

だし，目標体積比 rV は 0.07，除去率は 0.01，影響半径倍率 rb は 1 と

している．また，収束ステップ数，平均コンプライアンス比 0C C

（初期平均コンプライアンス 0C と最終ステップの平均コンプライ

アンス C の比）も示している．なお， 0C C が小さくなるのは，要素

除去によって全体の物体力も小さくなるためである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.19 Site 

 

 

 

 

 

 
 

Fig.20 Fixed design domain and support condition (model 3) 
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Fig.21 Design problem in Case 7 and Case 8 
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Case 7  0231step 0.017 0.07, =0.01, 1r rC C V b   　 

 Fig.22 Optimal configuration in Case 7 
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Case 8  0233step 0.017 0.07, =0.01, 1r rC C V b   　 

 Fig.23 Optimal configuration in Case 8 

 

 

 

 

Case 7            Case 8 

Fig.24 West elevation of optimal configuration in Case 7 and Case 8  

 

以上の結果より，エントランス，孔（トップライト），導線を考慮

し，敷地条件に対応したシェル構造物の創生も可能であることがわ

かる． 

鉛直方向の重力と重力の 0.2 倍の水平物体力を与えた場合（Case 

8）の解析結果は，鉛直方向の物体力（重力）を与えた場合（Case 7）

の場合と比べ，エントランス部分のライズが低くなった．ただし，

コンプライアンス比やステップ数は同様の値が得られた．また，

Fig.24 に示すように，この場合は，地震力によってライズは変化し

ないことがわかる.これらは，文献 12)に示すように，固定設計領域

によりライズの上限が制約されているためと考えられる. 

 

まとめ 

本論文では，ボクセル有限要素法を用いた IESO 法により連続体

シェル構造の形態を創生する手法を提案し，いくつかの解析例によ

り，その有効性を検証した．また，本手法の実際の設計への適用性

を検証した．その結果，以下のような知見が得られた． 

 

(1) 固定設計領域に支持条件と自重および地震力を物体力として

与えることで，様々な連続体シェル構造の形態を創生するこ

とができる． 

(2) 自重のみを与えた球形および円筒シェル問題では，断面形状

の輪郭がほぼカテナリー曲線と一致した． 

(3) 自重と地震力（水平物体力）を同時に与えると，重心が下がり，

地震力に対応したシェル形態が得られる． 

(4) 境界形状を変化させることで設計条件に適応したシェル形態

を創生することができる． 

(5) 事前に固定設計領域に孔（トップライト）を非設計空洞領域と

して設定することで，孔（トップライト）を考慮したシェル形

態を創生できる. 

(6) エントランス計画部分に非設計空洞領域や，境界条件の一部

を開けることで，エントランスを考慮したシェル形態を創生

できる. 

 

以上により，本手法は，シェルの形状，トポロジー，板厚を同時

に最適化できる手法として，コンクリートシェル等のシェル構造の

形態を検討する上で，有効なツールの一つとなりえる．また， コン

クリートシェル等のシェル構造の，実際の設計デザインに用いるこ

とができる有効なツールの一つとなりえる.  
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