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In this paper, a topology optimization method of compliant mechanisms considering geometric nonlinearity is proposed.  In this method, 

HMPS (Hamiltonian Moving Particle Semi-implicit) method, which is one of particle methods, is used for the analysis considering 

geometric nonlinearity.  IESO (Improved Evolutionary Structural Optimization) method is used for the topology optimization.  In this 

paper, we show the objective function and the sensitivity coefficient that are adapted to the topology optimization of compliant mechanism 

using IESO method.  It will be shown by several numerical examples that the proposed method is very robust and computationally 

efficient for the topology optimization of compliant mechanisms. 
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１． はじめに 

３次元の直方体固定設計領域から力学的合理性を有する多様な構

造形態を創生できる連続体の位相最適化手法は，近年，幅広い分野

に応用されつつある．藤井ら 1,2)は，このような位相最適化手法とし

て，ESO（進化的構造最適化）法を改良した IESO（ Improved 

Evolutionary Structural Optimization）法を提案し，建築構造の形態創

生手法の一つとして一般への普及を目指している．この IESO の利

点は，最適化のパラメータの細かい調整なしにほぼ確実に明確な解

形態が得られることにある．そこで本研究では，本手法の汎用性を

さらに高めるために，剛性最大化問題に比較して解形態を得ること

が格段に難しくなるコンプライアントメカニズム（弾性変形機構）

の位相最適化問題への適用を試みる． 

コンプライアントメカニズムの位相最適化は，1997 年に西脇ら 3)

が，HDM（Homogenization Design Method）を用いた方法を提案

して以降大きな発展を遂げ，様々な分野に応用が進んでいる．手法

的には，最近では，レベルセット法にもとづく方法が主流で，2008

年の山田らの論文 4)や 2016 年の西野らの論文 5)に周辺研究がまと

められている．また，2014 年には Li と Huang ら 6,7)によって BESO

法を用いた手法が提案され，３次元問題への拡張もなされている．

一方，建築分野への応用としては，2000 年と 2007 年に，藤井ら 8,9)

が，HDM を用いた位相最適化手法を示し，これを制震機構の形態

創生に応用している．また，大崎ら 10,11)は，骨組構造における位相

最適化手法を示し，これを免震機構の形態創生に応用している． 

ところで，このようなコンプライアントメカニズムの形態創生で

問題となるのは，メカニズムの変形は有限変形であるのに対し，連

続体を対象とするほとんどのコンプライアントメカニズムの位相最

適化手法は微小変形理論にもとづいている点である．したがって，

得られた形態が有限変形に対して最適なのかどうかは別の検証が必

要となる．このため，コンプライアントメカニズムの形態創生に関

しては，有限変形を考慮できる手法の開発が望まれている． 

このような有限変形を考慮した位相最適化に関する先行研究とし

ては，眞鍋，西脇ら 12)が，粒子法（MPS 法）とレベルセット法を組

み合わせた有限変形を考慮できる位相最適化手法を提案し，小谷，

西脇ら 13)が，これをコンプライアントメカニズムの位相最適化手法

に発展させている．しかし，これらは２次元問題を対象としていた

ため，藤井ら 14)は，MPS 法の発展手法である HMPS 法と IESO 法を

組み合わせた３次元の位相最適化手法を提案した．そこで本論文で

は，この前論文 14)で提案した手法をコンプライアントメカニズムの

位相最適化手法に発展させる． 

また，これまでのコンプライアントメカニズムの位相最適化に関

する論文 3～7)では，変位インバーターやコンプライアントグリッパ

ーなど，比較的解形態が得られやすい解析例のみが示されている場

合が多い．そこで本論文では，このような基本的な例題の他に，藤

井らが文献 8,9)で示しているような微小変形理論にもとづく方法で

は容易には解が得られない例題に対しても，有限変形を考慮するこ

とでより容易に解が得られることを検証する． 
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以下，本論文２章では，HMPS 法の概要を示し，３章では，IESO

法の概要を示す．４章では，コンプライアントメカニズムの位相最

適化問題の定式化と IESO 法に用いる感度指標の計算法を示す．５

章では，２次元および３次元の解析例を示し，本手法の有効性を検

証する．６章では以上のまとめを述べ結論を導く． 

 

２． HMPS 法の概要 

本論文で用いる HMPS 法は，鈴木，越塚 15)によって開発され，近

藤ら 16)および菊池ら 17)によって改良を加えられた方法である． 

本方法では，まず，Fig.1 に示すような初期時刻の粒子配置におけ

る粒子 i と粒子 j の相対位置ベクトルを
0

ijr とし，粒子が運動後の

現在時刻の粒子配置における粒子 i と粒子 j の相対位置ベクトル

を ijr とする．このとき，
0

ijr と ijr の関係は，変形勾配テンソル iF

を用いて次式のように表される 18)． 

 = 0

ij i ijr F r  (1) 

この時，現在時刻の粒子 i 近傍の変形は，複数の粒子 j との関係

から定まる．そこで，MPS 法 19)では，粒子 i を中心とする影響半径

を与え，その影響半径内の粒子との相互関係から変形を定義する．

すなわち，粒子 i と複数の粒子 j の関係を次式の重み関数
0

ijw を用

いて重み付けする． 
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ここで， er は影響半径を表し，粒子間距離 0
l の倍数で与える．な

お，本論文では， er を粒子間距離 0
l の 2.1 倍に設定する 14)． 

また，HMPS 法 15~17)では，次式の誤差関数 ie が最小となる iF を

粒子 i の変形勾配テンソルとして定義する． 
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すなわち，(3)式の最小条件から iF は次式から計算される 14)． 
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次に，弾性体における粒子 i の支配運動方程式は次式で表される． 
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Fig.1 Particle placement on initial time and on current time 

ここで， i は粒子 i の密度， iv は粒子 i の速度ベクトル， ir は粒

子 i の現在時刻の位置ベクトルである．また， iW は粒子 i の歪みエ

ネルギー関数で，次式で表される． 

 =i i iW F   (7) 

ただし， i は粒子 i の第１Piola-Kirchhoff 応力テンソルで，これ

を第２Piola-Kirchhoff 応力テンソル iS で表すと次式となる． 

 =i i iF S  (8) 

また， iS は，等方均質弾性体の場合，Green-Lagrange 歪み
iΕ を

用いて次式で表される． 

 ( ) = +2 tri i iS E E I  (9) 

ただし， 

 ( )( )1 2 T

i i i= −Ε F F I  (10) 

ここに，  と  は Lamé の第一，第二定数である． 

(7)，(8)式を(6)式に代入し，粒子 i の歪みエネルギーを，粒子 i を

中心とする影響半径内の粒子との相互関係から計算するものとすれ

ば，(6)式は次式のように表せる 17)． 
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また，上式に静的解に収束させるための減衰力を付加すると， 
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となる．ここに， 

 ( ) 0

,VISCO MPS 0

MPS

2
i i j i ij

j

d
w

n
 


= −f v v  (13) 

  = 
2

0 0 0

MPS
rij ij ij

j j

w w  (14) 

ただし，
MPS は粘性係数，d は空間次元数， 0n は初期粒子配置に

おいて十分内部にある粒子数密度を表す 19)．なお，本論文では，(13)

式の
MPS を 0.02 に設定する 14)． 

(12)式の右辺にステップ外力 , STEPif を粒子質量 ( )= 3

0i im l で割

った加速度を加え，次式による更新を行えば，時々刻々の動的応答

解析が可能となる． 
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また，本論文では，静的解への収束を早めるため，次式の総歪み

エネルギー 
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を参照し，(15)，(16)式の更新でV が増加に転じた場合に，すべて

の粒子の速度をゼロにするアルゴリズムを導入する 16)． 

また，静的解への収束判定は，(15)，(16)式の更新 100 回ごとの

次式のコンプライアンスC  

 0
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1

,
N

T
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の変化量（更新 1 回ごとの増減値（絶対値）の 100 回の総和で定義）

が，初期の 100 回の変化量の 1%以下となった場合を静的な釣り合

い状態と見なし，HMPS 法の計算を終了する 14)． 
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３．IESO法の概要 

本論文に用いる位相最適化手法は，ボクセル有限要素法にもとづ

いており，物体領域を包含する直方体固定設計領域を考え，これを

均等なボクセル（以下要素と呼ぶ）で分割する 1)．ただし，本論文

では，HMPS 法を適用するため，要素を立方体とし，要素の頂点（節

点）に粒子を配置する．したがって，要素の各辺の長さは 0
l となる．

そして，物体領域は要素の材料密度の有無（1/0）で与える． 

 IESO 法 1,2)は，固定設計領域の要素の材料密度を，最適化の各ス

テップで次式のような閾値を用いて除去していく方法である． 

  =  =0 if ; 1, ,e

i i cr LX i N  (19) 

ここに， e

i とi は要素 i の材料密度（0 or 1）と感度指標， LN

は残存要素数， crX は次式で定義される閾値である． 

   = − cr avX  (20) 

ただし，av と  は残存要素の感度指標の平均値と標準偏差．また，

 は除去量を制御するパラメータで，IESO 法では各ステップの目

標除去要素数に近くなるようにプログラム内で自動計算される 1,2)．

また，この各ステップの目標除去要素数は，入力データとして除去

率を与え，これと各ステップの残存要素数を掛けたものとなる． 

 また，IESO 法では，よりシンプルな形態を求めるために BESO

法 20)に用いられているフィルタリング法を用いる．このフィルタリ

ング法は，まず要素の感度を節点の感度に変換し，要素中心から影

響半径（ここでは 
0rb l で定義する）内の節点感度の重み付き平均

から要素感度を求めるものである．詳しくは文献 1)を参照． 

また，以上の IESO 法は，非常に収束は速いが，得られた解形態

の収束（進化）が十分でない場合は，CA 法でノイマン近傍要素を増

やし，そこから再度 IESO 法で削るという過程を繰り返す仕上アル

ゴリズム 2)を適用する． 

 

４．位相最適化問題の定式化と感度指標の計算法 

本解析では，最適化の各ステップで Fig.2(a)～(d)に示す 4 ケース

の解析を行う．ここでは，入力点 i に与えられた力を𝐹𝑖𝑛とし，出力

点 j の応答を out とする．ここで，4 ケースの解析はそれぞれ

Fig.2(a)は入力点に入力荷重，出力点に出力応答があるときの原問

題の解析，Fig.2(b)は仮想仕事の原理を用い，出力点に仮想荷重を与

えることで出力点の変位 out を求めるための解析，また，Fig.2(c)は

入力点の力を出力点に伝える剛性を確保するための解析，Fig.2(d)

は出力点の反力を入力点に伝える剛性を確保するための解析である． 

本研究では，コンプライアントメカニズムを創生する最適化問題

の目的関数を(21)式のように定義する．ただし，ここでは有限要素

法の表記を用いている． 

 
(3) (3) (4) (4)

(2) (1) ( )T T
Tf w

Fin

+
= − +

d Kd d Kd
ρ d Kd      (21) 

ここで，K と𝐝(1), 𝐝(2), 𝐝(3), 𝐝(4)は，Case1～4 の問題の全体剛性マト

リクスと節点変位ベクトルを表す．また，(21)式の第 1 項は出力点

の応答変位 out に重み係数 w を掛けたものを表し，第 2 項は

Case3,Case4 の剛性（コンプライアンス）の和を入力荷重で割ったも

のを表す．また， は(22)式で示される設計変数（要素密度）を示し，

(23)式に示す要素密度の総和を要素数で割った総密度比が制約条件

となる．
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(c) Case3                     (d) Case4 

Fig.2  Analysis condition of compliant mechanism 
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ここで， i 番目要素の要素剛性マトリクスは， 

( )  0

ii i i =  k k                     (24) 

と表すことができる．この場合，(21)式の目的関数の感度は(24)式

を用いて次式のように導かれる． 
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ここで，(25)式の各項は，Case1～4 の解析で得られる各要素の歪み

エネルギーの 2 倍から計算されるものであることがわかる．したが

って，本提案手法では，(25)式の感度を HMPS 法によって求め，こ

の感度をもとに IESO法による要素除去を行う．また，Fig.2のCase3,4

に示される拘束点のバネは，拘束点の粒子速度を自由の場合の 1/100

にすることで模擬する．したがって，本解析の入力パラメータは，

総密度制約 m と IESO 法の除去率，影響半径，それに出力応答の重

み係数 wのみである．ただし，重み係数の調整は難しいため，本論

文では以下のようにプログラム内で重み係数の値を自動で調整する． 

まず，入力データとして出力重みの上限値と下限値をそれぞれ

hW ， lW とすると初期ステップの重み係数 wは lw W= となる．初期

ステップの出力点変位を (0)
jd ，現ステップの出力点変位を jd とす

ると各ステップの重み係数は 

if 0

if 0

j

j

w wt d
w

w wt d

−    
=  

+    

　　  

　　  
               (26) 

となる．ここで， wt は重みの変動値であり，本論文では重み係数

の上限値の 1/10 としている．また， jd は初期ステップと現ステッ

プの出力点変位の差であり， (0)
j j jd d d = − で表される．なお，重み

の値ははじめに設定した上限値，下限値を超えて変動することがな

いように設定する．これにより，重みの上限値と下限値の範囲内で，

出力点の変位が拡大されているかどうかで重みを自動で変動させて

いくことができる．これにより，重みの上限値と下限値さえ与えれ
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ば，解析途中で細かい調整をする必要がなく，より簡単に解析を行

うことができる． 

５．解析例 

まず，以上の提案手法の有効性を検証するため，文献4),6)等で取

り上げられている基本的な例題に対して解析を行う．ただし，本論

文で開発したプログラムは３次元専用であるため，プリプロセッサ

の都合上，２次元の例題は板厚方向を２要素（ボクセル）に分割し，

面外方向の自由度を拘束することで解析を行う． 

解析モデルの諸元は，ヤング係数を205GPa，ポアソン比を0.3，単

位体積質量を7850Kg/m3とする．また，本論文では，要素の各辺の長

さを1mとし，HMPS法の計算時間を現実的なものとするため，プロ

グラム内で要素長を1/103，ヤング係数と外力を1/105とするスケーリ

ングを行っている．Fig.3に，変位インバーターの例題の設計領域お

よび荷重条件・境界条件を示す．また，固定設計領域の分割数は

52×50×2とし，各接点に粒子を配置する．ただし，この内，左端の

2×50×2要素は粒子法で固定境界を表すための要素となる（粒子法で

回転拘束を与えるための処置）．Fig.4は，総密度比を0.2とした場合

の収束解と変形後の位相を示す．解析諸元は，除去率を0.01，影響半

径倍率を1，重み上限を5，重み下限を2とする．Fig.5は２次元のコン

プライアントグリッパーの例題の設計領域および荷重条件，境界条

件を示す．また，固定設計領域の分割数は52×25×2とする．ただし，

左端の2×2×2要素も上記の例題と同様に粒子法で固定境界を表すた

めの要素となる．また，本例題は上下に対称な構造であるため上部

のみの1/2解析としている．Fig.6に総密度比を0.12とした場合の収束

解と変形後の位相を示す． 

 

 

 

 

 

 

Fig.3 Analysis object 

 

 

Fig.4 Analysis result and deformation 

 

  

Fig.5 Analysis object 

 

Fig.6 Analysis result and deformation 

これらの２次元の例題の解析結果より，提案手法によるコンプライ

アントメカニズムの創生は可能であり，得られた解形態にはヒンジ

がなく，連続した形態であることがわかる．また，変形図からも初

めの想定通りの変形挙動が見て取れる．本解析では，トポロジー最

適化の解析パラメータとしては，総密度比，除去率，影響半径倍率

などのパラメータを設定したが，コンプライアントメカニズムの創

生に関するパラメータは出力重みのみであり，容易に解形態を求め

ることができた．また，これらの解形態は文献 4),6)に示されている

解形態とほぼ同様の解形態であり，提案手法による２次元のコンプ

ライアントメカニズムの創生は有効であることが検証された． 

次に提案手法の３次元問題における有効性を検証するため，

Fig.5 の解析例を３次元問題に拡張し，解析を行う．解析モデルの諸

元は先ほどと同様にヤング係数を 205GPa，ポアソン比を 0.3，単位

体積質量を 7850Kg/m3 とする． 

Fig.7 に Fig.3 に示すコンプライアントグリッパーの例題の Z 方向

分割数を 20 要素とし，３次元に拡張した例題の設計領域および荷重

条件，境界条件を示す．固定設計領域の分割数は 52×25×10 とし，各

接点に粒子を配置する．解析モデル図の便宜上，固定境界を示す要

素は描画していないが，３次例題においても２次元と同様に左端の

2×2×10 要素は粒子法で固定境界を表すための要素として配置して

いる．Fig.8 には総密度比を 0.15 とした場合の収束解と変形後の位

相を示す．ここでの解析諸元は除去率を 0.01，影響半径倍率を 1，

重みを 2 の固定値とする． 

Fig.9 には，同じく３次元のコンプライアントグリッパーの例題の

要素分割数を変えた例題の設計領域，荷重条件，境界条件を示す．

この解析モデルの分割数は 102×50×40 とし，各接点に粒子を配置

する．Fig.10 には総密度比を 0.12 とした時の収束解と変形図，Fig.11

には 3DCAD モデルとして表わしたものを示す．解析諸元は除去率

を 0.01，影響半径倍率を 1，重みを 2 の固定値とする．この例題に

ついても左端の 2×2×40 要素は粒子法で固定境界を表すための要

素としている． 

 

Fig.7 Analysis object 

𝐹𝑖𝑛 𝐹𝑜𝑢𝑡 



 

 

Fig.8 Analysis result and deformation 

 

Fig.9 Analysis object 

 

Fig.10 Analysis result and deformation 

 

Fig.11 3DCAD model 

以上の解析より，3 次元例題に対しても問題なく解形態が得られ，

変形も想定通りの変形となっていることが分かる．ただし，これら

の例題を比較してみると，得られた解形態は多少異なる形態である

ことがわかる．X.Y.Z 方向の設計領域の長さの比率が同じで，分割数

が 2 倍になっている 2 つの例題であるが，解析時のパラメータも同

じ値を与えた場合，通常の剛性最大化問題であれば，ほぼ同様の解

形態が得られることが予想される．これは，剛性最大化問題と比べ

てコンプライアントメカニズムの解析では応力状態が複雑になって

いることや，初期値依存が激しいといったことによる違いであると

考えられる． 

 次に微小変形理論では容易に解を求めることができない例題につ

いて 2 次元問題として解析を行う．解析モデルの諸元は，ヤング係

数を 205GPa，ポアソン比を 0.3，単位体積質量を 7850Kg/m3 とする．

また，本論文では，要素の各辺の長さを 1m とし，HMPS 法の計算

時間を現実的なものとするため，プログラム内で要素長を 1/103，ヤ

ング係数と外力を 1/105 とするスケーリングを行っている． 

Fig．12 に設計領域と荷重条件，境界条件を示す．固定設計領域の分

割数は 32×20×2 とし，各接点に粒子を配置する．また，左端の 2×20×2

要素は粒子法で固定境界を表すための要素として配置している．

Fig.13 に総密度比を 0.45 とした時の収束解と変形図を示す．解析諸

元は除去率を 0.01，影響半径倍率を 1，出力重みの上限値を 30，下

限値を 2 とする． 

 

Fig.12 Analysis object 

Fig.12 Analysis result and deformation 

解析結果を見ると，入力点の荷重を与えると，弾性変形により中央

部分がリンクの役割を果たし，出力点に生じていることがわかる．

有限変形を考慮できる提案手法ではこのような例題においても明確

な解が得られることがわかった． 

６．まとめ 

本論文では，文献14）で示されている有限変形を考慮した３次元

の位相最適化手法をコンプライアントメカニズムに発展させた．そ

して，２次元および３次元の解析例により，提案手法の有効性を検

討し，以下の知見を得た． 

(1)   2 次元問題の既往の解析例との比較により，提案手法はほぼ

同様の形態が得られることがわかった．また，変形挙動につ

いても想定していた変形を得られる形態となっていることが

わかった． 

(2)  3 次元問題の解析例より，2 次元と同様に明確な解形態を得ら 

れることがわかった．また，出力重みのみの調整で解析を行う

ことができるため解析自体は容易に行うことができることが

わかった．  

𝐹𝑖𝑛 

𝐹𝑜𝑢𝑡 
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