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１１ 立体骨組の解析 
 
11.1 変位場の一次元化 

立体骨組要素の任意点の , ,x y z方向変位 , ,u v wは，断面剛の仮定と Bernoulli-Eulerの仮定より，

次式のように断面の図心軸上の軸方向変位 cu ，たわみ ,c cv w ，ねじり角 xθ によって表される。 
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 (11.1) 

ここに，ωはゆがみ関数，φは /xd dxφ θ= であるが，ここではサンブナンねじりを仮定し，φは

一定とする。 

 

 

 

 

 

 

 

図 11.1 はり要素とはりの変位場 

 

 

 

 

 

 

図 11.2 ねじり角と変位 ,v wの関係 

 

(11.1)式より，ひずみ成分が次式のように計算される。 
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また，応力－ひずみ関係式より，応力成分は次式のように表される。 
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したがって，要素のひずみエネルギーは次式で表される。 
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断面内 ( , )y z の積分を行うと次のようになる。 
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ここに， lは，はり要素の長さであり，また， 
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また，(11.5)式の導出では，断面の原点は図心，座標軸は断面の主軸方向とするため， 

0, 0, 0ydydz zdydz yzdydz= = =�� �� ��  (11.7) 

であることを利用している。 

 

11.2 離散化 

(11.1)式の断面の図心軸上の軸方向変位 cu ，たわみ ,c cv w ，ねじり角 xθ を，それぞれ次式のよう

にはり要素の節点変位で表す。 
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 (11.8) 
ただし， / , /c c

z ydv dx dw dxθ θ= = − である。 

(11.8)式を(11.5)式に代入して計算すると次式が得られる。 
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ここに， 
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11.3 要素剛性マトリックスの座標変換 

本節以降では，要素の座標系で定義されたものに上付バーを付し，全体座標系で定義されたも

のと区別する。 

(11.11)式の節点変位ベクトルは要素の座標系で定義されたものであるからこれを{ }eU と表すと，

全体座標系で定義された節点変位{ }eU との関係は，(3.2)式で表される座標変換マトリックスを用

いて，次式のように表される。 
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ここに， 
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(11.13)式を(11.9)式に代入すると，全体座標系で定義された要素剛性マトリックスが次式により

得られる。ただし，次式では k� �� �が(11.11)式で定義されるものである。 

[ ] g gk T k T� �� � � �= � � � �� �  (11.17) 

(11.17)式を具体的に計算すると以下のようになる。ただし，表記を簡単にするため，[ ]T の成分を

次のように表しておく。 
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このとき， 
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ここに， 
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11.4 座標変換マトリックスの計算 

(11.18)式の座標変換マトリックスの成分は，次のように計算される。ただし，ここでは，全体

座標系を ( ), ,x y z ，要素の座標系を ( ), ,x y z で表す。また，全体座標系における要素両端の節点座

標を ( ) ( ), , , , ,i i i j j jx y z x y z で表す。 

 

(1) x軸方向の方向余弦 

要素の材軸方向である x軸方向の方向余弦は次式で表される。 
( ) / , ( ) / , ( ) /x j i x j i x j il x x l m y y l n z z l= − = − = −  (11.21) 

ただし， 2 2 2( ) ( ) ( )j i j i j il x x y y z z= − + − + − 。 

(2) ,y z 軸方向の方向余弦 

 ,y z 軸方向は，コードアングル（断面の回転角）を定義することによって与える。以下その方

法について示す。 

(a) 部材 x軸が全体 z軸と平行でない場合 
部材の x軸に垂直な平面 Pを考え，その平面 P上で， xy平面に平行な y′軸を考え，つぎに，

部材 x軸および y′軸と右手の関係をなす z ′軸を考える。ここに， y′軸の正方向は， z ′軸の正

方向が全体 z座標値が増大する方向を向くように定める。そして，平面 P上で， y′軸から部

材 y軸へ測った角をコードアングルθ とする。ただし，この角度は，部材 x軸まわりに右ね

じ方向を正のコードアングルとする。 
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図 11.3 部材 x軸が全体 z軸と平行でない場合のコードアングルθ  

 

(b) 部材 x軸が全体 z軸と平行な場合 
全体 y軸から部材 z 軸へ測った角をコードアングルθ とする。ただし，部材 x軸まわりに右

ねじの方向を正のコードアングルとする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11.4 部材 x軸が全体 z軸と平行な場合のコードアングルθ  

以上の(a),(b)の場合についての方向余弦の計算法を示す。 
まず，(a)の場合は， y′軸は部材 x軸に直交し，また xy平面に平行であるから全体 z軸に対して

も直交する。したがって，部材 x軸方向の単位ベクトルを ex，全体 z軸方向の単位ベクトルを ezと

すると， y′軸方向の単位ベクトル e y′は， e ex z× に比例する。すなわち， 
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とすると， 
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複合のいずれをとるかは z ′軸によって決まる。 
z ′軸方向の単位ベクトル ez′は， exおよび e y′と右手系の関係をなすことから， 

e e e
z

z z x y

z

l
m
n

′

′ ′ ′

′

� �
� �= = ×� �
� �
� �

 (11.24) 

であるから，これを計算すると次式となる。 
, ,z x y x y z x y x y z x y x yl m n n m m n l l n n l m m l′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = −  (11.25) 

ここで， z ′軸の正の方向は，全体 z座標値が増大する方向を正にとるので， 

( )cos e ,e 0z z zn′ ′= >  (11.26) 

となる必要がある。 zn ′を(11.25),(11.23)式を用いて計算すると， 

2 2
z x xn l m′ = ± +  (11.27) 

となるので， 0zn ′ > となるためには，複号の前の方を採用しなければならない。 

以上より， ,y z′ ′ の方向余弦は次のようになる。 
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となる。 
部材 y軸方向の単位ベクトル e y ，部材 z 軸方向の単位ベクトル ezと e ,ey z′ ′との関係は，コード

アングルθ を用いて， 
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したがって， 
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一方，(b)の場合は， z ′軸を全体 y軸と一致させることになるから，部材 y′軸は， 
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上式を(11.30)式に代入すると， 
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参考のため，要素が全体座標軸上にあり，コードアングル 0 の場合の全体座標と要素座標の関

係を図 11.5に示しておく。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 11.5 コードアングル 0の場合の要素座標系と全体座標系の関係 

 

11.4 断面力の計算法 
立体骨組要素の場合，断面力は， ,y z方向のせん断力 ,y zQ Q ， x軸方向の軸力 P， ,y z軸まわり

の曲げモーメント ,y zM M ， x軸まわりのねじりモーメント xM であり，それぞれ次式で定義され

る。 
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y
z

dM
Q

dx
=  (11.38) 

ところで，断面内の応力 , ,x xy zxσ τ τ は，要素座標系で定義された節点変位ベクトルから次式によ

って求められる。 
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(11.39)式を(11.33)～(11.38)式に代入すると， 
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ただし，断面の原点は図心に設定されているため， 0, 0ydydz zdydz= =�� �� であり，A， ,y zI I は，

断面積と ,y z軸まわりの断面二次モーメント， Kはサンブナンのねじり定数でそれぞれ次式で定

義される。 
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要素両端の曲げモーメントは，(11.41), (11.42)式から次式となる。 
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 (11.48) 

以上の断面力をまとめて表すと次式となる。 
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ただし，上式の節点変位は，要素の座標系で定義されたものであるから，(11.13)式によって，全

体座標系の節点変位に変換する必要がある。(11.13)式を(11.49)式に代入すると，断面力は，全体

座標系の節点変位から次式によって計算される。 

{ } [ ] { }e
fS G U=  (11.50) 

ここに， { }eU は全体座標系で定義された節点変位ベクトル，また， { } [ ],fS G は次式となる。 

{ } { }T

f y z x yi yj zi zjS P Q Q M M M M M=  (11.51) 
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