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１２ 半剛接骨組の解析 
 
12.1 有限要素モデル 

骨組の接合部がピン接合と剛接合の中間的な接合特性を有する骨組の解析を行うために，図

12.1に示すような要素モデルを考える。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 12.1 半剛接骨組解析に用いる要素モデル 

 
節点 , , , , , , ,i m n p q r s j間の要素を , , , , , ,im mn np pq qr rs sjとする。以下，これらの要素の曲げ変形に

対する要素剛性マトリックスを導出する。ここで， ,im sj要素部分は剛域であり，剛要素とする。 

 

12.2 z軸まわりの曲げ要素剛性マトリックス 

まず，z軸まわりの曲げ問題を考える。この場合，各節点での変位ベクトルを次のように表す。 

{ } { } , , , , , , , ,T
k k zkd v k i m n p q r s jθ= =  (12.1) 

im要素と sj要素は，剛要素であるから，節点変位間に次式の関係がある。 
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 mn要素と rs要素は，曲げバネ要素であるから，それぞれ次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.3) 

 np要素と qr要素は，通常のはり要素であるから，それぞれ次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.4) 

ただし，ここでは， , ,n m p q r sv v v vθ θ= = = の関係を用いている。 

 pq要素は，せん断バネ要素であるから，次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.3)式，(12.4)式，(12.5)式を重ね合わせると，次式の剛性方程式が得られる。 

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2 2 2

96 24 96 240 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
24 8 24 4 0 0 0 0

96 24 96 240 0 0 0

24 4 24 16 24 4 240 0

0

z z z z

zRA zRA

z z z z
zRA zRA

z z z z
yS yS

z z z z z z z

EI EI EI EI
l l l l

K K
EI EI EI EIK K

l l l l
EI EI EI EIK K

l l l l
EI EI EI EI EI EI EI

l l l l l l l

−
′ ′ ′ ′

−

− + −
′ ′ ′ ′

− − + − −
′ ′ ′ ′

− −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

2 3 2 3

2 2

2 3 2 3

24 96 24 960 0 0

4 24 8 240 0 0 0

24 96 24 960 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

m

zm

zn

z z z z
yS yS

z z z z
zRB zRB

z z z z

zRB zRB

v

v

EI EI EI EIK K
l l l l
EI EI EI EIK K
l l l l
EI EI EI EI

l l l l
K K

θ
θ

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �− + −� �′ ′ ′ ′
� �
� �+ − −
� �′ ′ ′ ′
� �
� �− − −
� �′ ′ ′ ′
� �−� �� �

e
ym
e
zm
e
zn
e

p yp
e

zp zp
e

q yq
e

zr zr
e

s ys
e

zs zs

Q
M
M
Q
M

v Q
M

v Q
M

θ

θ

θ

� �� �
	 		 	
	 		 	
	 		 	
	 		 	
	 		 	

	 	 	 	=
 � 
 �
	 	 	 	
	 	 	 	
	 	 	 	
	 	 	 	
	 	 	 	
	 	 	 	� 
 � 


 (12.6) 
いま，要素内に荷重が作用していない（荷重は ,i j節点のみに加わる）ものと仮定すると，(12.6)
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式は次のようになる。 
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 (12.7) 

節点力が 0となる行を取り出すと， 
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 (12.8) 

一方， ,m s節点に関する行を取り出すと， 
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ここで，図 12.1の曲げバネ剛性 ,zRA zRBK K ，およびせん断バネ剛性 ySK を次式のように表す。 
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ここに， , ,zRA zRB ySλ λ λ は，曲げおよびせん断変形に対するバネ剛性パラメータを表す。 

(12.7)式を解くと，次式が得られる。 
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 (12.11) 

ここに， 
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(12.11)式を(12.9)式に代入すると，次式が得られる。 
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ここに， 
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( ){ }2 1 4 1z zRB yS zRB yS zRA zRB yS ySR λ λ λ λ λ λ λ λ= + + + − − +  

さらに，(12.2)式の座標変換を行うと次式となる。ただし，節点力を変換するために，変換マトリ

ックスの転置を前からも掛ける。 
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 (12.15) 

(12.2)式と(12.11)式より，この ,i j節点の節点変位から , , , , ,m n p q r sの節点変位が求められる。 

 
12.3 y軸まわりの曲げ要素剛性マトリックス 

次に，y軸まわりの曲げ問題を考える。この場合，各節点での変位ベクトルを次のように表す。 
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im要素と sj要素は，剛要素であるから，節点変位間に次式の関係がある。 
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 mn要素と rs要素は，曲げバネ要素であるから，それぞれ次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.18) 

 np要素と qr要素は，通常のはり要素であるから，それぞれ次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.19) 

ただし，ここでは， , ,n m p q r sv v v vθ θ= = = の関係を用いている。 

 pq要素は，せん断バネ要素であるから，次式の剛性方程式が成り立つ。 
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 (12.18)式，(12.19)式，(12.20)式を重ね合わせると，次式の剛性方程式が得られる。 
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 (12.21) 
いま，要素内に荷重が作用していない（荷重は ,i j節点のみに加わる）ものと仮定すると，(12.21)

式は次のようになる。 
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 (12.22) 

節点力が 0となる行を取り出すと， 

2

2 3 2

2 2

2 3 2

2

8 24 4
0 0

24 96 24
0

4 24 16 24 4

24 96 24
0

4 24 8
0 0

y y y
yRA

y y y
ynzS yS

p
y y y y y

yp

y y y
zS yS

y y y
yRB

EI EI EI
K

l l l
EI EI EI

K K
l l l w
EI EI EI EI EI
l l l l l w

EI EI EI
K K

l l l
EI EI EI

K
l l l

θ

θ

� �
+� �′ ′ ′� �

� �
+ −� �′ ′ ′� �

� �
−� �′ ′ ′ ′ ′

� �
� �− − + −� �′ ′ ′
� �
� �− +� �� �′ ′ ′� �

2

3

2 2

3

2

24
0 0

96
0 0 0

24 24
0 0

96
0 0 0

24
0 0

y
yRA

y

m

ymy y

s
q

y ys
yr

y
yRB

EI
K

l
EI

wl
EI EI

wl l
EI
l
EI

K
l

θ

θ
θ

� �
− −� �′� �
� �� � −� � � �	 	 ′� � 	 		 		 	 	 	� �= − −
 � 
 �� �′ ′	 	 	 	� �

	 	 	 	� � � 
−	 	 � �� 
 ′
� �
� �−� �� �′� �

 (12.23) 

一方， ,m s節点に関する行を取り出すと， 
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 (12.24) 

ここで，図 12.1の曲げバネ剛性 ,yzRA yRBK K ，およびせん断バネ剛性 zSK を次式のように表す。 
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 (12.25) 

ここに， , ,yRA yRB zSλ λ λ は，曲げおよびせん断変形に対するバネ剛性パラメータを表す。 
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(12.22)式を解くと，次式が得られる。 
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ここに， 
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( ){ }2 1 4 1y yRB zS yRB zS yRA yRB zS zSR λ λ λ λ λ λ λ λ= + + + − − +  

(12.11)式を(12.9)式に代入すると，次式が得られる。 

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

Sym. e
y m zm

e
y y ym ym

e
y y y s zs

e
y y y y ys ys

k w Q
k k M
k k k w Q
k k k k M

θ

θ

� �� � � �
� �� � � �

� � � �� � =� 	 � 	� � � � � �� � � � � �� �
 � � 
 � 


 (12.28) 

ここに， 
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( ){ }2 1 4 1y yRB zS yRB zS yRA yRB zS zSR λ λ λ λ λ λ λ λ= + + + − − +  

さらに，(12.2)式の座標変換を行うと次式となる。ただし，節点力を変換するために，変換マトリ

ックスの転置を前からも掛ける。 
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 (12.30) 
(12.17)式と(12.26)式より，この ,i j節点の節点変位から , , , , ,m n p q r sの節点変位が求められる。 

 

12.4 半剛接骨組要素剛性マトリックス 

(12.15)式と(12.30)式および軸方向変形とねじり変形を考慮すると，半剛接立体骨組要素のひず

みエネルギーは次式となる。 

{ } { }1
2

Te e eV U k U� �= � �  (12.31) 

ここに， 
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(12.31)式の変位を全体座標系に変換すると， 
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ここに， 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ],
x x x

g y y y

z z z

T
l m n

T
T T l m n

T
l m n

T

� �
� �� �
� �� �� � = =� � � �� �
� �� � � �

� �� �

 (12.34) 



 88

[ ]

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

51 52 53 54 55

61 62 63 64 65 66

71 72 73 74 75 76 77

81 82 83 84 85 86 87 88

91 92 93 94 95 96 97 98 99

101 102 103 104 105 106 107 108 109 1010

111 112 113 114 1

Sym.k
k k
k k k
k k k k
k k k k k
k k k k k k

k
k k k k k k k
k k k k k k k k
k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k
k k k k k

=

15 116 117 118 119 1110 1111

121 122 123 124 125 126 127 128 129 1210 1211 1212

k k k k k k
k k k k k k k k k k k k

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �� �

 (12.35) 

( )

2 2 2
11 11 22 33

2 2 2
21 11 22 33 22 11 22 33

2 2 2
31 11 22 33 32 11 22 33 33 11 22 33

41 53 62 42 53 62 43 53

,

, ,

, ,

x y z

x x y y z z x y z

x x y y z z x x y y z z x y z

y z y z z y

k k l k l k l

k k l m k l m k l m k k m k m k m

k k l n k l n k l n k k m n k m n k m n k k n k n k n

k k k l l k k l m k l m k k l

= + +

= + + = + +

= + + = + + = + +

= + = + = 2 2 2
62 44 44 55 66,y z z y x y zn k l n k k l k l k l+ = + +

 

( )

( )

51 53 62 52 53 62 53 53 62

2 2 2
54 44 55 66 55 44 55 66

61 53 62 62 53 62 63 53 62

64 44 55 66 65 44

, ,

,

, ,

,

z y y z y z y z z y

x x y y z z x y z

z y y z z y y z y z

x x y y z z x

k k l m k l m k k k m m k k m n k m n

k k l m k l m k l m k k m k m k m

k k l n k l n k k m n k m n k k k n n

k k l n k l n k l n k k m n

= + = + = +

= + + = + +

= + = + = +

= + + = 2 2 2
55 66 66 44 55 66,x y y z z x y zk m n k m n k k n k n k n+ + = + +

 

71 11 72 21 73 31 74 41 75 51 76 61 77 11

81 21 82 22 83 32 84 42 85 52 86 62 87 72 88 22

91 31 92 32 93 33 94 43 95 53 96 63 97 73 98

, , , , , ,
, , , , , , ,
, , , , , , ,

k k k k k k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k k k k k k k

= − = − = − = − = − = − =
= − = − = − = − = − = − = − =
= − = − = − = − = − = − = − = −83 99 33, k k=

 

( )101 113 122 102 113 122 103 113 122

2 2 2
104 44 115 126 105 44 115 126 106 44 115 126

2
107 101 108 102 109 103 1010 44

, ,

,

, , ,

y z y z z y y z z y

x y z x x y y z z x x y y z z

x

k k k l l k k l m k l m k k l n k l n

k k l k l k l k k l m k l m k l m k k l n k l n k l n

k k k k k k k k l

= + = + = +

= − + + = − + + = − + +

= − = − = − = 2 2
1111 1212y zk l k l+ +

 

( )111 113 122 112 113 122 113 113 122

2 2 2
114 105 115 44 115 126 116 44 115 126

117 111 118 112 119 113 1110 44 1111 1212

, ,

,

, , ,

z y y z y z y z z y

x y z x x y y z z

x x y y z z

k k l m k l m k k k m m k k m n k m n

k k k k m k m k m k k m n k m n k m n

k k k k k k k k l m k l m k l m

k

= + = + = +

= = − + + = − + +

= − = − = − = + +
2 2 2

1111 44 1111 1212x y zk m k m k m= + +

 

( )121 113 122 122 113 122 123 113 122

2 2 2
124 106 125 116 126 44 115 126

127 121 128 122 129 123 1210 44 1111 1212

1211 44 1111

, ,

,

, , ,

z y y z z y y z y z

x y z

x x y y z z

x x y y

k k l n k l n k k m n k m n k k k n n

k k k k k k n k n k n

k k k k k k k k l n k l n k l n

k k m n k m n

= + = + = +

= = = − + +

= − = − = − = + +

= + 2 2 2
1212 1212 44 1111 1212,z z x y zk m n k k n k n k n+ = + +

 



 89

12.5 半剛接要素の質量と減衰マトリックス 

図 12.1 に示す半剛接要素の質量マトリックスと減衰マトリックスを導出する。なお，節点
, , , , , , ,i m n p q r s j間の要素を , , , , , ,im mn np pq qr rs sjとする。ここでは質量は np要素と qr要素の分布

質量を考える。im要素と sj要素の質量は， ,i j節点での集中質量として評価する。また，減衰は，

要素に作用するレーリー減衰とバネ部分に採用するダッシュポット減衰を考慮する。 
まず，z軸まわりの曲げの問題を考える。この場合，np要素と qr要素の剛性マトリックスは次

式となる。 
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 (12.36) 

np要素と qr要素の質量マトリックスは次式で表される。 
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また，レーリー減衰に対する減衰マトリックスは，次のように表される。 

1 2 1 2,np np np qr qr qrc a m a k c a m a k� � � � � � � � � � � �= + = +� � � � � � � � � � � �  (12.38) 

また，バネ部分に作用する減衰マトリックスは次式で表される。 
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 (12.39) 

以上のマトリックスを自由度に対応させて重ね合わせると， 
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静的縮約法により内節点自由度を縮約する。半剛接バネ要素の縮約時に導いた節点変位関係式

より，次式が得られる。 
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 (12.42) 

上式を 

{ } [ ] { }zu T u=  (12.43) 

と表すと，縮約された質量マトリックスと減衰マトリックスはそれぞれ次のように表される。 
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さらに次式の剛域に関する変換 

[ ] { }
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により， 
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y軸まわりの曲げに関しても同様の変換が行われる。 

 


