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PML境界を適用した３次元地盤の波動伝播解析 
 

 Berengerの提案した PML波動吸収境界は，音波，電磁波の波動解析の分野で最も有効な波動吸

収境界条件として利用されている。そこで，本研究では，PML波動吸収境界を 3次元地盤の波動

吸収境界として用いることを検討する。 

 3 次元地盤の解析法としては，領域内部に関しては，通常の変位型有限要素法を適用し，境界

近傍で，PML境界要素との結合を行う。有限要素としては，同形状の長方柱要素を用い，時間積

分は陽解法で行うものとする。 

 

１．３次元弾性地盤の運動方程式と波動方程式 
 弾性論によれば，直交デカルト座標系 ( ), ,x y z における等方均質弾性体の力の釣合式は次式のよ

うに表される。 
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ここに， , ,u v wは , ,x y z方向の変位， , , , , ,x y z xy yz zxσ σ σ τ τ τ は応力，ρは単位体積あたりの質量，tは

時間を表す。 

 応力とひずみの関係は，フック(Hooke)の法則により次式のように表される。 
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ここに， ,Gλ はラーメの定数で，ヤング係数を E，ポアソン比をν とすれば， 
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また，Θは体積ひずみを表し，次式のように表される。 

x y zΘ ε ε ε= + +  (1.4) 

ここに， , , , , ,x y z xy yz zxε ε ε γ γ γ はひずみを表す。 

 ひずみと変位の関係は，次式で表される。 
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(1.2)式と(1.5)式を(1.1)式に代入すると， 
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(1.6)式が変位で表された運動方程式となる。 

 3次元弾性体の波動方程式を求めるには，変位を次式のように変位ポテンシャルで表す。 
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ここに， , ,φ ψ χは，それぞれ P波，S波についての波動方程式の解であり，次式を満足する。 
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なお，変位ポテンシャルψ は , ,u v wに関係する SV波を与える。一方，変位ポテンシャル χ は ,u v

のみに関係する SH波を与える。(1.8)式は次式のようにも表される。 
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ここに， ,P SV V は P波，S波の速度を表し，次式で定義される。 
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また， 2∇ は Laplace演算子 
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である。 

 通常の有限要素法では，(1.1)式および力学的境界条件から弱形式を導き，これを離散化するこ

とによって定式化される。しかし，PML 境界を用いる場合，まず，(1.9)式の波動方程式を解き，

これから，(1.7)式，(1.5)式，(1.2)式によって，変位，ひずみ，応力を求めることになる。 
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２．PML境界を有する地盤の波動方程式 

 PML境界を適用する場合，音波の方程式と対応させるため，(1.8)式の波動方程式を次式のよう

に分解する。 
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ちなみに，音波の支配方程式は次式となる。 
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ここに， , ,u v w� � �は , ,x y z方向の速度で，上付ドットは時間に関する微分を表す。また， pは音圧，

Kは体積弾性率（ 2K cρ= ， :c 速度）である。(2.1)～(2.3)式と(2.4)式を比較すると，同様の形式で
あることがわかる。また，これらの比較から， , , ,x y zA A C� は媒質を伝播する速度に対応している

ことがわかる。 

 (2.1)～(2.3)式は無減衰の方程式であるが，減衰がある場合の方程式は，音波の減衰方程式を参

考にすると次式のように書ける。 
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ここに， , ,P SV SHα α α および * * *, ,P SV SHα α α は減衰定数であり，前者は質量比例型の減衰係数に比例し，

後者は剛性比例型の減衰係数に対応する。しかし， * * *, ,P SV SHα α α と剛性比例型の減衰係数との関係

は一意には定まらない。 

 さらに，PML境界では，(2.5)～(2.7)式をさらに次式のように分解する。 
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なお，PML要素内ではインピーダンスのマッチング条件により次式が成り立つ。 
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ただし，このマッチング条件は，PML境界に垂直に入射する成分についてのみ満足させるものと

し，それに直交する成分の減衰は 0とする。 
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３．有限要素法の適用（結合領域） 

 前章の定式化により，媒体内部領域の支配方程式は(2.5)～(2.7)式となる。本章では，これらの

式を重み付き残差法によって弱形式に変換し，有限要素法を適用する。 

 まず，(2.5)式を弱形式に変換する。(2.5)式に適当な重み関数を掛けて積分すると， 
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ただし， , , ,Ax Ay Azw w w wφ は重み関数であり，基本境界条件を満足しているものとする。(3.1)式を弱

形式にするため，ポテンシャルφの , ,x y zに関する微分項を部分積分すると， 
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ここに， TΓ は自然境界を表し， , ,x y zφ φ φは自然境界表面に作用する変位ポテンシャルφに , ,x y z方

向の方向余弦を掛けたものである（表面力に相当）。 

 (3.2)式と同様に，(2.6)，(2.7)式も次式のような弱形式に直すことができる。 
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(3.2)～(3.4)式に有限要素法を適用する。有限要素としては，図 3.1に示すような 8節点長方柱要
素を用いる。なお，要素の局所座標系 ( , , )x y z の原点は要素の中心位置とする。 
図 3.1 の要素内部の変位ポテンシャル , ,φ ψ χ およびその重み係数と，要素内部の速度
, , ,x y zA A C� およびその重み係数を，形状関数を用いて節点の値で表す。すなわち， 

 

 



 6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3.1 8節点長方柱要素（1次要素） 
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ここに， 
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また，形状関数 1 8, ,N N� は次式となる。 
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8

x y z

x y z

x y z

x y z

N x l y l z l

N x l y l z l

N x l y l z l

N x l y l z l

= − − +

= + − +

= + + +

= − + +

 (3.11) 

また，Nの , ,x y zの関する微分を次のように表しておく。 

, ,x y zx y z
∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂
N N NN N N  (3.12) 

(3.5),(3.6)式を(3.2)式に代入すると， 

( ) ( ) ( )
( )

*

*

2 2 2

2

1

1

e

e e e

e

e e

e e

e

e
Te T

T T Te T e e T e e T e
x x y y z z

Te T e
P

e
T Te T e T ex

Ax Ax P x

e
T Tye T e T e

Ay Ay P y

Te T
Az

d
t

G d G d G d

G d

d d
t

d d
t

d

φ

φ φ φ

φ

λ λ λ

λ α

α
ρ

α
ρ

Ω

Ω Ω Ω

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

∂Ω
∂

− + Ω − + Ω − + Ω

+ + Ω

∂+ Ω + Ω
∂

∂
+ Ω + Ω

∂
∂+ Ω

�

� � �

�

� �

� �

�

W N N

W N N A W N N A W N N A

W N N

AW N N W N N A

A
W N N W N N A

W N N

ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ

*1

1 1 1

1 1 1

e

e e e

e e e
T T T

e
Te T ez

Az P z

T T TT T Te e e e e e
Ax x Ay y Az z

T T Te T e T e T
Ax x Ay y Az z

d
t

d d d

d d d

α
ρ

ρ ρ ρ

φ φ φ
ρ ρ ρ

Ω

Ω Ω Ω

Γ Γ Γ

+ Ω
∂

+ Ω + Ω + Ω

= Γ + Γ + Γ

�

� � �

� � �

A W N N A

W N N W N N W N N

W N W N W N

Φ Φ ΦΦ Φ ΦΦ Φ ΦΦ Φ Φ

 (3.13) 

また，(3.5),(3.6)式を(3.3),(3.4)式に代入することによって同様の式を得ることができる。 
 (3.13)式の , , ,e e e e

Ax Ay AzφW W W W の成分が任意の変数であることを考慮すると，次式の要素内の釣合

方程式を得る。 
e e e e e

φ φ φ φ+ =M V K V F�  (3.14) 

ここに， 
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, e

e T d
Ω

� �
� �
� �= = Ω
� �
� �
� �� �

�

m 0 0 0
0 m 0 0

M m N N
0 0 m 0
0 0 0 m

 (3.15) 

( ) ( ) ( ) ( )
*

*

*

2 2 2 2
1

1

1

P x y z

T P
x

e
T P

y

T P
z

G G G G

φ

λ α λ λ λ
α

ρ ρ
α

ρ ρ
α

ρ ρ

+ − + − + − +� �
� �
� �
� �
� �

= � �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m k k k

k m 0 0

K
k 0 m 0

k 0 0 m

， 

e

e

e

T
x x

T
y y

T
z z

d

d

d

Ω

Ω

Ω

= Ω

= Ω

= Ω

�

�

�

k N N

k N N

k N N

 (3.16) 

1 xe

y

z

φ
φ

φ

φ

ρ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

0
f

F
f
f

， 

e
T

e
T

e
T

T
x x

T
y y

T
z z

d

d

d

φ

φ

φ

φ

φ

φ

Γ

Γ

Γ

= Γ

= Γ

= Γ

�

�

�

f N

f N

f N

， 

e

e
e x

e
y
e
z

φ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

A
V

A
A

�

�
�

�

�

ΦΦΦΦ

， 

e

e
e x

e
y
e
z

φ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

A
V

A
A

ΦΦΦΦ

 (3.17) 

ただし，上付ドットは時間に関する微分を表す。 

 (3.3),(3.4)式に対しても同様に次式の離散化された釣合式が得られる。 
e e e e e

ψ ψ ψ ψ+ =M V K V F�  (3.18) 
e e e e e

χ χ χ χ+ =M V K V F�  (3.19) 

ここに， 

*

*

*

1

1

1

SV x y z

T SV
x

e
T SV

y

T SV
z

G G G G

ψ

α
α

ρ ρ
α

ρ ρ
α

ρ ρ

− − −� �
� �
� �
� �
� �

= � �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m k k k

k m 0 0

K
k 0 m 0

k 0 0 m

 (3.20) 

1 xe

y

z

ψ
ψ

ψ

ψ

ρ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

0
f

F
f
f

， 

e
T

e
T

e
T

T
x x

T
y y

T
z z

d

d

d

ψ

ψ

ψ

ψ

ψ

ψ

Γ

Γ

Γ

= Γ

= Γ

= Γ

�

�

�

f N

f N

f N

， 

e

e
e x

e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

B
V

B
B

�

�
�

�

�

ΨΨΨΨ

， 

e

e
e x

e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

B
V

B
B

ΨΨΨΨ

 (3.21) 

*

*

*

1

1

1

SH x y z

T SH
x

e
T SH

y

T SH
z

G G G G

χ

α
α

ρ ρ
α

ρ ρ
α

ρ ρ

− − −� �
� �
� �
� �
� �

= � �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m k k k

k m 0 0

K
k 0 m 0

k 0 0 m

 (3.22) 
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1 xe

y

z

χ
χ

χ

χ

ρ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

0
f

F
f
f

， 

e
T

e
T

e
T

T
x x

T
y y

T
z z

d

d

d

χ

χ

χ

χ

χ

χ

Γ

Γ

Γ

= Γ

= Γ

= Γ

�

�

�

f N

f N

f N

， 

e

e
e x

e
y
e
z

χ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

C
V

C
C

�

�
�

�

�

ΧΧΧΧ

， 

e

e
e x

e
y
e
z

χ

� �
� �
� �= � �
� �
� �� �

C
V

C
C

ΧΧΧΧ

 (3.23) 

(3.14)，(3.18)，(3.19)式を全要素について重ね合わせると，次式の全体方程式が得られる。 

φ φ φ φ+ =MV K V F�  (3.24) 

ψ ψ ψ ψ+ =MV K V F�  (3.25) 

χ χ χ χ+ =MV K V F�  (3.26) 

 

４．有限要素法の適用（PML境界） 

PML境界では，前章と同様に(2.8)～(2.10)式を有限要素法で離散化する。まず，(2.8)式を弱形式

に変換する。(2.8)式に適当な重み関数を掛けて積分すると， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )* *

2 2

2 2

2 2

1 1 1 1

x x
x Px x

y y
y Py y

z z
z Pz z

x y z x y zyx
Ax Px x Ay Py y

Aw G G d
t x

A
w G G d

t y

Aw G G d
t z

AAw A d w A
t x t y

φ

φ

φ

φ λ λ α φ

φ
λ λ α φ

φ λ λ α φ

φ φ φ φ φ φ
α α

ρ ρ ρ ρ

Ω

Ω

Ω

Ω

∂ ∂� �− + + + Ω� �∂ ∂� �

∂ ∂� �
+ − + + + Ω� �∂ ∂� �

∂ ∂� �+ − + + + Ω� �∂ ∂� �

� � � �∂ + + ∂ + +∂∂
� � � �+ − + Ω + − +
� � � �∂ ∂ ∂ ∂
� � � �

�

�

�

�

( ) *1 1 0x y zz
Az Pz z

d

Aw A d
t z

φ φ φ
α

ρ ρ

Ω

Ω

Ω

� �∂ + +∂
� �+ − + Ω =
� �∂ ∂
� �

�

�

 (4.1) 

ただし， , , , , ,x y z Ax Ay Azw w w w w wφ φ φ は重み関数であり，基本境界条件を満足しているものとする。(4.1)

式を弱形式にするため，ポテンシャルφの , ,x y zに関する微分項を部分積分すると， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* * *

2 2

2 2

2 2

1 1 1

x x
x Px x

y y
y Py y

z z
z Pz z

yx z
Ax Px x Ay Py y Az Pz z

Aw G G d
t x

A
w G G d

t y

Aw G G d
t z

AA Aw A d w A d w A d
t t t

φ

φ

φ

φ λ λ α φ

φ
λ λ α φ

φ λ λ α φ

α α α
ρ ρ ρ

Ω

Ω

Ω

Ω Ω Ω

∂ ∂� �− + + + Ω� �∂ ∂� �

∂ ∂� �
+ − + + + Ω� �∂ ∂� �

∂ ∂� �+ − + + + Ω� �∂ ∂� �

∂� �� � � �∂ ∂+ + Ω + + Ω + + Ω� �� � � �∂ ∂ ∂� � � �� �

�

�

�

� � �

( ) ( )1 1 0
T

AyAx Az
x y z Ax x Ay y Az z

ww w d w w w d
x y z

φ φ φ φ φ φ
ρ ρΩ Γ

∂� �∂ ∂+ + + + + Ω − + + Γ =� �∂ ∂ ∂� �
� �

 (4.2) 

 (3.2)式と同様に，(2.6)，(2.7)式も次式のような弱形式に直すことができる。 
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* * *1 1 1

1

y yx x
x SVx x y SVy y

z z
z SVz z

yx z
Bx SVx x By SVy y Bz SVz z

Bx

BBw G G d w G G d
t x t y

Bw G G d
t z

BB Bw B d w B d w B d
t t t

ww
x

ψ ψ

ψ

ψψ α ψ α ψ

ψ α ψ

α α α
ρ ρ ρ

ρ

Ω Ω

Ω

Ω Ω Ω

∂ ∂� �∂ ∂� �− + Ω + − + Ω� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

∂ ∂� �+ − + Ω� �∂ ∂� �

∂� �� � � �∂ ∂+ + Ω + + Ω + + Ω� �� � � �∂ ∂ ∂� � � �� �

∂∂
+ +

∂

� �

�

� � �

( ) ( )1 0
T

By Bz
x y z Bx x By y Bz z

w d w w w d
y z

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ρΩ Γ

� �∂+ + + Ω − + + Γ =� �∂ ∂� �
� �

 (4.3) 

* * *1 1 1

1

y yx x
x SHx x y SHy y

z z
z SHz z

yx z
Cx SHx x Cy SHy y Cz SHz z

Cx

CCw G G d w G G d
t x t y

Cw G G d
t z

CC Cw C d w C d w C d
t t t

ww
x

χ χ

χ

χχ α χ α χ

χ α χ

α α α
ρ ρ ρ

ρ

Ω Ω

Ω

Ω Ω Ω

∂ ∂� �∂ ∂� �− + Ω + − + Ω� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

∂ ∂� �+ − + Ω� �∂ ∂� �

∂� �� � � �∂ ∂+ + Ω + + Ω + + Ω� �� � � �∂ ∂ ∂� � � �� �

∂∂
+ +

∂

� �

�

� � �

( ) ( )1 0
T

Cy Cz
x y z Cx x Cy y Cz z

w d w w w d
y z

χ χ χ χ χ χ
ρΩ Γ

� �∂
+ + + Ω − + + Γ =� �∂ ∂� �

� �

 (4.4) 

(4.2)～(4.4)式に有限要素法を適用する。 
 図 3.1 の要素内部の変位ポテンシャル , , ,x y zφ φ χ� およびその重み係数と，要素内部の速度

, , ,x y zA A C� およびその重み係数を形状関数を用いて節点の値で表す。この場合(3.5)式が次のよう

になる。 

, ,

, ,

x x x
e e e

y y y

z z z

x x x
e e e

y y y

z z z

w w w
w w w
w w w

φ ψ χ

φ φ φ ψ ψ ψ χ χ χ

φ ψ χ

φ ψ χ
φ ψ χ
φ ψ χ

� � � � � �
� � � � � �= = = = = =� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �= = = = = =� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

N N N

w NW w NW w NW

� � � �� �

� � � � � �

φ Φ ψ Ψ χ Χφ Φ ψ Ψ χ Χφ Φ ψ Ψ χ Χφ Φ ψ Ψ χ Χ

 (4.5) 

ここに， 

[ ]1 2 3 4 5 6 7 8, N N N N N N N N
� �
� �= =� �
� �� �

N 0 0
N 0 N 0 N

0 0 N

�  (4.6) 

, , , , ,

e e e e e e
x x x x x x

e e e e e e e e e e e e
y y y y y y
e e e e e e
z z z z z z

φ ψ χ

φ φ ψ ψ χ χ

φ ψ χ

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �= = = = = =� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

W W W
W W W W W W

W W W

Φ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ Χ
Φ Φ Ψ Ψ Χ ΧΦ Φ Ψ Ψ Χ ΧΦ Φ Ψ Ψ Χ ΧΦ Φ Ψ Ψ Χ Χ

Φ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ Χ
 (4.7) 

{ }
{ }
{ }

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

Te
x x x x x x x x x

Te
y y y y y y y y y

Te
z z z z z z z z z

φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ φ

=

=

=
�

ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ
 (4.8) 

(4.5)式と(3.6)式を(4.2)式に代入すると， 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

e e e

e e e

e e e

e
T T Te T e T e e T ex

x x x x x Px x

e
T T Tye T e T e e T e

y y y y y Py y

e
T T Te T e T e e T ez

z z z z z Pz z

e
Ax

d G d G d
t

d G d G d
t

d G d G d
t

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

λ λ α

λ λ α

λ λ α

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

∂Ω − + Ω + + Ω
∂

∂
Ω − + Ω + + Ω

∂
∂Ω − + Ω + + Ω
∂

+

� � �

� � �

� � �

W N N W N N A W N N

W N N W N N A W N N

W N N W N N A W N N

W

ΦΦΦΦ ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ
ΦΦΦΦ

ΦΦΦΦ ΦΦΦΦ

*

*

*

1

1

1

1 1 1

1

e e

e e

e e

e e e

e
T

e
T TT e T ex

Ax Px x

e
T Tye T e T e

Ay Ay Py y

e
T Te T e T ez

Az Az Pz z

T T TT T Te e e e e e
Ax x Ay y Az z

Te T
Ax x

d d
t

d d
t

d d
t

d d d

d

α
ρ

α
ρ

α
ρ

ρ ρ ρ

φ
ρ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω

Γ

∂Ω + Ω
∂

∂
+ Ω + Ω

∂
∂+ Ω + Ω
∂

+ Ω + Ω + Ω

= Γ +

� �

� �

� �

� � �

�

AN N W N N A

A
W N N W N N A

AW N N W N N A

W N N W N N W N N

W N

Φ Φ ΦΦ Φ ΦΦ Φ ΦΦ Φ Φ

1 1
e e

T T

T Te T e T
Ay y Az zd dφ φ

ρ ρΓ Γ
Γ + Γ� �W N W N

 (4.9) 

ただし， e e e e
x y z= + +Φ Φ Φ ΦΦ Φ Φ ΦΦ Φ Φ ΦΦ Φ Φ Φ 。 

(4.9)式の , , , , ,e e e e e e
x y z Ax Ay Azφ φ φW W W W W W の成分が任意の変数であることを考慮すると，次式の要素

内の釣合方程式を得る。 
PMLe PMLe PMLe PMLe PMLe

φ φ φ φ+ =M V K V F�  (4.10) 

ここに， 

PMLe

� �
� �
� �
� �

= � �
� �
� �
� �
� �� �

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0

M
0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 m 0
0 0 0 0 0 m

 (4.11) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
*

*

*

2 2
2 2

2 2
1 1 1

1 1 1

1 1 1

Px x

Py y

Pz z

T T T Px
x x xPMLe

T T T Py
y y y

T T T Pz
z z z

G G
G G

G G

φ

λ α λ
λ α λ

λ α λ
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ

� + − + �
� �+ − +� �
� �+ − +
� �
� �
� �=
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m 0 0 k 0 0
0 m 0 0 k 0
0 0 m 0 0 k

k k k m 0 0
K

k k k 0 m 0

k k k 0 0 m

 

 (4.12) 
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1PMLe

x

y

z

φ
φ

φ

φ

ρ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

0
0
0

F
f
f
f

， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

φ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
A
A
A

�

�

�
�

�

�

�

ΦΦΦΦ
ΦΦΦΦ
ΦΦΦΦ
， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

φ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
A
A
A

ΦΦΦΦ
ΦΦΦΦ
ΦΦΦΦ  (4.13) 

(4.3),(4.4)式に対しても同様に次式を得る。 
PMLe PMLe PMLe PMLe PMLe

ψ ψ ψ ψ+ =M V K V F�  (4.14) 
PMLe PMLe PMLe PMLe PMLe

χ χ χ χ+ =M V K V F�  (4.15) 

ここに， 

*

*

*

1 1 1

1 1 1

1 1 1

SVx x

SVy y

SVz z

T T T SVx
x x xPMLe

T T T SVy
y y y

T T T SVz
z z z

G G
G G

G G

ψ

α
α

α
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ

−� �
� �−� �
� �−
� �
� �
� �=
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m 0 0 k 0 0
0 m 0 0 k 0
0 0 m 0 0 k

k k k m 0 0
K

k k k 0 m 0

k k k 0 0 m

 (4.16) 

1PMLe

x

y

z

ψ
ψ

ψ

ψ

ρ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

0
0
0

F
f
f
f

， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
B
B
B

�

�

�
�

�

�

�

ΨΨΨΨ
ΨΨΨΨ
ΨΨΨΨ
， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
B
B
B

ΨΨΨΨ
ΨΨΨΨ
ΨΨΨΨ  (4.17) 

*

*

*

1 1 1

1 1 1

1 1 1

SHx x

SHy y

SHz z

T T T SHx
x x xPMLe

T T T SHy
y y y

T T T SHz
z z z

G G
G G

G G

χ

α
α

α
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ
α

ρ ρ ρ ρ

−� �
� �−� �
� �−
� �
� �
� �=
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �

m 0 0 k 0 0
0 m 0 0 k 0
0 0 m 0 0 k

k k k m 0 0
K

k k k 0 m 0

k k k 0 0 m

 (4.18) 
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1PMLe

x

y

z

χ
χ

χ

χ

ρ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

0
0
0

F
f
f
f

， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
C
C
C

�

�

�
�

�

�

�

ΧΧΧΧ
ΧΧΧΧ
ΧΧΧΧ
， 

e
x
e
y
e

PMLe z
e
x
e
y
e
z

ψ

� �
� �
� �
� �� �= � �
� �
� �
� �
� �� �

V
C
C
C

ΧΧΧΧ
ΧΧΧΧ
ΧΧΧΧ  (4.19) 

 

５．境界における連結 

 領域内部では，通常の変位型有限要素法で離散化されて，次式のような節点変位ベクトルを未

知数とする運動方程式が得られる。 
I I I+ + =M d C d K d f�� �  (5.1) 

ここに， , ,I I IM C K はそれぞれ内部領域の質量マトリックス，減衰マトリックス，剛性マトリッ

クスであり， , ,d d d�� � は，内部領域の節点加速度ベクトル，節点速度ベクトル，節点変位ベクトル，

fは外力ベクトルである。 

第 3 章に示したように，境界との結合領域では，未知量が変位ポテンシャルで表されているた

め，(5.1)式と結合するためには，変位ベクトルと変位ポテンシャルの間の関係式が必要となる。

まず，変位と変位ポテンシャルの関係は，(1.7)式を離散化することによって得られる。いま，領

域内部においても図 8.1に示す要素を採用したとすると，要素内の変位は次式によって表される。 

, ,e e eu v w= = =NU NV NW  (5.2) 

ここに， 

{ }
{ }
{ }

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

Te

Te

Te

u u u u u u u u

v v v v v v v v

w w w w w w w w

=

=

=

U

V

W

 (5.3) 

また，Nは，(3.7)式および(3.11)式で定義される。 

 (3.5)式および(5.2)式を(1.7)式に代入すると， 
e e

x xz y
e e

y yz x
e e

z

� � � �� � � �
� � � �� � � �= −� 	 � 	� � � �
� � � �� � � �
 � 
 �� 
 � 


N 0 0 U N N N
0 N 0 V N N N
0 0 N W N 0 0

ΦΦΦΦ
ΨΨΨΨ
ΧΧΧΧ

 (5.4) 

要素内の最小二乗近似を用いれば， 
1e e

x xz y
e e

y yz x
e e

z

−
� � � �� � � �
� � � �� � � �= −� 	 � 	� � � �
� � � �� � � �
 � 
 �� 
 � 


U m 0 0 k k k
V 0 m 0 k k k
W 0 0 m k 0 0

ΦΦΦΦ
ΨΨΨΨ
ΧΧΧΧ

 (5.5) 

ここに， 

, , ,

,

e e e e

e e

T T T T
x x y y z z

T T
xz xz yz yz

d d d d

d d
Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

= Ω = Ω = Ω = Ω

= Ω = Ω

� � � �

� �

m N N k N N k N N k N N

k N N k N N
 (5.6) 

(5.5)式により変位ベクトルを変位ポテンシャルに変換することができる。そこで，(5.5)式を次式

のように表す。 
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e e=d Tϕϕϕϕ  (5.7) 

ここに， 
1

, ,

e e
x xz y

e e e e
y yz x

e e
z

−
� � � �� � � �
� � � �� � � �= − = =� 	 � 	� � � �
� � � �� � � �
 � 
 � � 
 � 


m 0 0 k k k U
T 0 m 0 k k k d V

0 0 m k 0 0 W

ΦΦΦΦ
ϕ Ψϕ Ψϕ Ψϕ Ψ

ΧΧΧΧ
 (5.8) 

なお，結合領域の要素は，節点の一部が PML境界に属し，残りの節点は内部領域に属する。し
たがって，PML境界に属する節点間の要素質量，減衰，剛性の各マトリックス , ,e e e

ϕϕ ϕϕ ϕϕM C K は次

式により変換を行う。 
, ,e T e e T e e T e

ϕϕ ϕϕ ϕϕ= = =M T M T C T C T K T K T  (5.9) 

ここに， , ,e e eM C K は，領域内部要素の質量，減衰，剛性の各マトリックスである。また，PML

境界に属する節点と内部領域の節点間の要素質量，減衰，剛性の各マトリックスは次式により変

換を行う。 

, ,

, ,

e e e e e e
d d d

e T e e T e e T e
d d d

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

= = =

= = =

M M T C C T K K T

M T M C T C K T K
 (5.10) 

内部領域に属する節点間の変換は行わない。 

 

６．運動方程式の解法 

(3.14),(3.18),(3.19)式を結合領域の要素について，(4.10),(4.14),(4.15)式を外部領域（PML 境界）

について重ね合わせると，次式の全体方程式が得られる。 

φ φ φ φ+ =MV K V F�  (6.1) 

ψ ψ ψ ψ+ =MV K V F�  (6.2) 

χ χ χ χ+ =MV K V F�  (6.3) 

以上の 3式をまとめると，次式のようになる。 
O O O O O+ =M V K V F�  (6.4) 

ここに， OV は，結合節点では， 

{ } TT T T T T T T T TO T T T
x y z x y z x y z=V A A A B B B C C CΦ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ ΧΦ Ψ Χ  (6.5) 

また，PML要素節点では， 

{
}

T T T T T T T T TO
x y z x y z x y z

TT T T T T T T T T
x y z x y z x y z

=V

A A A B B B C C C

Φ Φ Φ Ψ Ψ Ψ Χ Χ ΧΦ Φ Φ Ψ Ψ Ψ Χ Χ ΧΦ Φ Φ Ψ Ψ Ψ Χ Χ ΧΦ Φ Φ Ψ Ψ Ψ Χ Χ Χ
 (6.6) 

さらに，(6.4)式は次式のように書ける。 
O O O O= +V P V Q�  (6.5) 

ただし， 

1 1,O O O O O O− −= − =P M K Q M F  (6.6) 

また，内部領域では，(5.1)式が成り立ち，これを(6.5)の形式に直すと， 
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( )I I I I t= +V P V Q�  (6.7) 

ただし， 

( ) ( )1 1
0

, ,I I I
I I I I

t
t− −

� � � � � �
= = =� � � � � �−− −� � 	 
	 
� �

0 I 0 d
P Q V

a dM K M C �
 (6.8) 

ここに， ( )0 ta は地震加速度ベクトルである。 

 (6.5)式と(6.8)式を(5.9)式を利用して結合し，次式で表される全領域の運動方程式を作る。 

( )t= +V PV Q�  (6.9) 

上式のVは，内部領域の節点では 6 自由度（ , , , , ,u v w u v w� � � ），PML 境界要素との結合節点では 21
自由度（ , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,x y z x y z x y z x y z x y z x y zA A A B B B C C Cφ ψ χ φ φ φ ψ ψ ψ χ χ χ ），PML境界要素の節点で

は 18自由度（ , , , , , , , , , , , , , , , , ,x y z x y z x y z x y z x y z x y zA A A B B B C C Cφ φ φ ψ ψ ψ χ χ χ ）である。なお，Vの自由

度のならびは，内部領域のdを先にし，その後に内部領域の速度ベクトルd� ，結合境界節点の自
由度，PML要素節点の自由度の順に並べる。このように自由度を並べることで，(6.9)式の ,P Qは

次のように書ける。 

( )0, ,t
� � � � � �

� � � �� �= = − =� 	 � 	� �
� � � �� �
 � � 
 � 


0 I 0 0 d
P G H R Q a V d

G H R 0 V

�  (6.10) 

ここに，
1 1,I I I I− −= − = −G M K H M C である。ただし，外力は PML 境界内では作用しないものと

している。 
(6.9)式は，Runge Kutta法によって解くことができる。(6.9)式に４次精度の Runge Kuttaの公式

を適用すると次のようになる。 

( )1 0 1 2 3
1 2 2
6n n+ = + + + +V V C C C C  (6.11) 

ここに， 

( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

0

1 0 1
2

2 1 1
2

3 2 1

1

1 1
2

1
2

1
2

,

, ,
2

n n

n n

n n

n n

n n n n

n n n n nn

t

t

t

t

t t t

tt t t t

+

+

+

+

++

= ∆ +

� �� �= ∆ + +� �� �
� �� �

� �� �= ∆ + +� �� �
� �� �

= ∆ + +

= = + ∆

∆� �= = + = + ∆� �
� �

C PV Q

C P V C Q

C P V C Q

C P V C Q

V V V V

Q Q Q Q Q Q

 (6.12) 

また， nt はnステップの時刻， t∆ は時間増分である。なお，(6.11)式は，(6.10)式より次のように

も書ける。 
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( )

( )

( )

1 0 1 2

1 0 1 2 3

1 0 1 2 3

6
1 2 2
6
1 2 2
6

n n n

n n

n n

tt+

+

+

∆= + ∆ + + +

= + + + +

= + + + +

d d d L L L

d d L L L L

V V S S S S

�

� �  (6.13) 

ここに， 

( )

0 0

1 0 1 1
2

2 1 0 1 2 1
2

3 2 1

1
2 2 2

1
2 2 4 2 4

2

n n n n

n n n n R n

n n n n R R n

n n n

t

t tt

t t t tt

tt t

+

+

� �= ∆ + + +� �

� �∆ ∆� � � � � �= ∆ + + + + + +� �	 
 	 
 	 

� � � � � �� �

� �∆ ∆ ∆ ∆� � � � � �= ∆ + + + + + + + +� �	 
 	 
 	 

� � � � � �� �

∆�= ∆ + + + ∆ +
�

L Gd Hd RV a

L H d L G d d R V L a

L H d L G d d L R V L L a

L H d L G d d L

�

� �

� �

� �

2 2

1 0 1 2 1 1
1 1

2 2 2 2 2n R n R R n
t t tt +

� �
	 
�

��

�� �∆ ∆ ∆� � � �+ + ∆ + + + + + + �	 
	 
 	 

� � � �� � �

R V L G d L R L L HL a�

 (6.14) 

ただし， 

( )
1

2 1 0

R n n n

R n Rt

= + +

= ∆ + +

L Gd Hd RV

L Gd RL HL

�

�
 (6.15) 

また， 

( )
0 1

1 1 0 0

2 1 0 1 1

3 1 1 2 2

1
2

1 1
2 2

1
2

R

R n

R n

R n

t

t t

t t

t t

= ∆

� �= ∆ + ∆ + +� �� �

� �� �� �= ∆ + ∆ + + +� �	 
	 

� �� �� �

� �� �= ∆ + ∆ + + +	 
� �
� �� �

S L

S L Gd HL RS

S L G d L HL RS

S L G d L HL RS

�

�

�

 (6.16) 

 なお，質量マトリックスの逆行列を求めるのは計算付加が大きいため，質量マトリックスを対

角化して用いる。対角化は，質量マトリックスの同一行上の全成分の総和を対角成分とし，非対

角成分は 0にすることによって行う。 


